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Agradeço à Professora Ana Nunes e ao Professor José Pedro Mimoso pelo apoio
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Caṕıtulo 1

Introdução

A cosmologia moderna teve o seu ińıcio com os modelos cosmológicos propostos
por A. Einstein e W. de Sitter em 1917 baseados na teoria da relatividade geral.
O conceito de um universo inflacionário foi introduzido por A. Friedmann e G.
Lemaitre nos anos vinte tendo esta hipótese ganho mais credibilidade após a prova
da instabilidade do universo estático de Einstein por Eddington e pelas observações
astronómicas de Hubble (1920) do aumento do desvio para o vermelho com a
distância das galáxias lonǵınquas. A descoberta da radiação cósmica de fundo com
temperatura 2.7277±0.0002K e com um espectro de corpo negro, com uma precisão
de 0, 005%, veio corroborar a ideia de que no inicio o universo deveria ter sido muito
denso e com uma temperatura muito elevada. Não há, por isso, hoje, muitas
dúvidas acerca da plausibilidade do modelo cosmológico do “big-bang” [TT99]. O
conhecimento actual da evolução do universo pode ser muito bem descrito através
do modelo cosmológico padrão que se baseia nas soluções isotrópicas e homogéneas
da relatividade geral. O estado do universo é determinado pelo factor de escala
global que reescala todas as distâncias f́ısicas. A evolução do universo pode ser
muito bem resumida e sistematizada em quatro épocas distintas [WE97].

A época galáctica corresponde ao peŕıodo de tempo desde a formação de galáxias
até hoje. Durante este peŕıodo a matéria é modelada por part́ıculas de um flu-
ido perfeito sem interacções, em que os aglomerados de galáxias, ou as próprias
galáxias, são as part́ıculas do fluido. A radiação cósmica de fundo tem pouca
importância durante este peŕıodo.

Na época pré-galáctica a matéria é modelada por um gás em que as part́ıculas
materiais que o constituem são, em peŕıodos sucessivos, átomos, núcleos ou par-
t́ıculas elementares. Esta época é dividida em em duas partes: a época pós-
desacoplamento na qual a matéria e a radiação evoluem independentemente uma
da outra e uma época de pré-desacoplamento na qual a matéria se comporta como
um gás ionizado que interage com a radiação. A radiação cósmica de fundo é
interpretada como uma evidência observacional da época de pré-desacoplamento.
A matéria domina assimptoticamente nesta época mas a radiação de fundo, que
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pode ser modelada por um gás relativista, domina inicialmente. A f́ısica destas
épocas, galáctica e pré-galáctica, é bem conhecida. Ao contrário do dois peŕıodos
finais as épocas iniciais não são tão bem conhecidas apesar de serem intensivamente
estudadas.

A época inflacionária durante a qual o universo sofreria um peŕıodo de expansão
acelerada não é tão bem conhecida. Para esta época, que ocorre antes da época pré-
galáctica e depois do instante de Planck (10−43s após o “big-bang”), a maioria dos
modelos admite como causa deste comportamento um campo escalar, o inflatão,
ou vários campos escalares, sujeitos a um determinado potencial. A introdução
destes campos pode ser feita no quadro mais geral das teorias escalares tensoriais,
que escritas convenientemente, incluem, para além das equações da relatividade
geral e as equações que regem a dinâmica dos campos, termos de interacção entre a
matéria e os campos. Estes campos escalares nunca foram observados e fisicamente
poderão corresponder ao bosão de Higgs das teorias de grande unificação, a outros
graus de liberdade da métrica associados a teorias de ordem superior, a teorias de
super-cordas ou ao valor da “constante” de gravitação dado por um campo escalar
que evolui no tempo como nas teorias escalares tensoriais [L+97].

A época de gravidade quântica ocorre antes do instante de Planck. Nesta época
a relatividade usual poderá não ser válida. Admite-se que a evolução do universo
só é modelada pela relatividade geral durante as duas últimas épocas e que a época
de gravidade quântica é modelada por teorias de gravitação modificadas.

A homogeneidade e isotropia espacial são confirmadas pela distribuição de
galáxias e pela radiação de fundo. No entanto, verifica-se observacionalmente
que existem galáxias, aglomerados de galáxias e aglomerados de aglomerados de
galáxias sendo estas as estruturas de maior dimensão do universo. Assim, embora
a homogeneidade espacial não seja verificada exactamente a todas as escalas es-
ta hipótese simplifica drasticamente as equações. Historicamente estas hipóteses
foram introduzidas com este objectivo. As componentes da métrica dependem
neste caso apenas da coordenada temporal o que permite escrever as equações do
campo como equações diferenciais ordinárias que são não lineares. Os modelos que
possuem a propriedade de homogeneidade espacial são denominados modelos de
Bianchi.

A hipótese da homogeneidade e isotropia espacial é implicada por um prinćıpio
de razão insuficiente. Este prinćıpio afirma que se os observadores terrestres não
ocupam um posição privilegiada no universo e se este parece homogéneo então
deverá parecer também homogéneo para quaisquer outros observadores. A ho-
mogeneidade espacial é consequência desta isotropia espacial em todos os pontos.
Este prinćıpio restringe drasticamente a classe de modelos cosmológicos que se
podem usar para modelar a evolução do universo cujo único grau de liberdade é
o factor de escala global. O estudo sistemático destes modelos, designados por
FLRW, foi iniciado por A. Friedmann [Fri22] e G. Lemaitre [Lem27] colocado num
quadro geométrico por H. P. Robertson [Rob35] e A. G. Walker [Wal36]

Estes modelos são muito particulares. As suas equações têm uma dinâmica
que exclui, por comparação com os outro modelos mais complicados, um conjunto
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de comportamentos essenciais e genéricos das soluções de equações diferenciais
ordinárias não lineares. Por terem apenas um grau de liberdade as suas equações
têm uma dinâmica fácil de estudar que exclui o comportamento caótico. Este
último tipo de comportamento pode ser encontrado, por exemplo, nos modelos de
Bianchi de curvatura positiva com dois [OSS97] e três graus de liberdade [CL97] e
nos modelos das teorias escalares tensoriais mais simples [MOS98].

Apesar das duas últimas épocas serem bem descritas pela relatividade geral no
quadro do modelo cosmológico padrão as duas primeiras épocas são bastante mais
complexas do ponto de vista f́ısico. As dificuldades do modelo cosmológico padrão
em explicar a evolução do universo foram formuladas em termos de problemas e
estão relacionadas com o horizonte das part́ıculas, i. e , a distância percorrida pela
luz desde o “big-bang” até um determinado ponto. Como as idades previstas pelos
modelos de FLRW são finitas existem regiões do espaço que nunca interactuaram
e portanto estão fora do horizonte causal de cada uma. Não há, por isso, razão
nenhuma para assumir que tenham evolúıdo de uma maneira semelhante. No
entanto, os factos observacionais expressam o contrário, existem regiões no universo
que, embora causalmente desconexas, evolúıram da mesma maneira. Possuem
galáxias, aglomerados de galáxias, etc, têm distribuições de massa semelhantes e as
mesmas anisotropias da radiação cósmica de fundo. Assim, parece natural admitir
que no passado estas regiões estiveram causalmente conexas o que parece estar em
oposição com as previsões do modelo cosmológico padrão. Este é o denominado
problema do horizonte.

Um outro problema é o problema da densidade cŕıtica formulado em termos
do parâmetro densidade Ω que é proporcional à razão entre a densidade de energia
do universo e a sua taxa de expansão; para Ω > 1 o conteúdo material obriga
a um recolapso do universo, um “big-crunch”, para Ω < 1 não existe matéria
suficiente para parar a expansão e para o valor cŕıtico Ω = 1 o universo só parará
a sua expansão em t = +∞. No modelo de FLRW de curvatura nula tem-se
Ω = 1, por isso este problema é também denominado o problema do universo
plano. Os modelos de FLRW não explicam porque é que se tem observacionalmente
0.1 < Ω < 10, i. e., Ω ≃ 1 (k = 0). Assim, a menos que se tenha tido no passado
k = 0 exactamente ter-se-ia Ω ≃ 0 para k = −1 e Ω ≫ 1 para k = 1. Note-se que
estes dois problemas não são independentes um do outro.

Muitos dos problemas do modelo cosmológico padrão parecem ser resolvidos
se se admitir que o universo sofreu um peŕıodo de expansão acelerada. Num
tal cenário o universo poderia ser inicialmente não homogéneo e anisotrópico mas
conteria uma pequena região, que daria origem ao universo observável, causalmente
conexa que se expandiria inflacionariamente. Assim as heterogeneidades seriam
varridas para fora desta região e o universo observável seria apenas constitúıdo
pelas partes que estiveram causalmente interligadas no passado. Este mecanismo
permitiria resolver o problema do horizonte e também o problema da densidade
cŕıtica. No entanto o mecanismo pelo qual se impõe este regime não é conhecido.

Nos anos 80 Guth [Gut81] propôs um posśıvel cenário inflacionário no qual se
resolveriam os problemas enunciados anteriormente. O universo inicial estaria num
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estado “meta-estável” de falso-vácuo no qual a densidade de energia seria muito
grande, comparativamente com a densidade de energia da matéria usual, dominan-
do todas as outras contribuições originando um comportamento inflacionário para
o factor de escala. Impondo estas restrições nos modelos de FLRW, na forma de
uma constante cosmológica não nula, é fácil ver que o comportamento assimptótico
do factor de escala é exponencial. No caso do modelo de curvatura nula esta solução
é exacta e é denominada solução de de Sitter.

Embora o modelo de Guth resolva os problemas da densidade cŕıtica e do hori-
zonte não fornece nenhum processo pelo qual se daria o fim de inflação. No modelo
de Guth o universo expande indefinidamente com um comportamento exponencial.
Por outro lado, este modelo não permite explicar as anisotropias observadas. As-
sim, têm sido feitas, desde essa altura, outras alterações ao modelo cosmológico
padrão. O resultado de tais alterações originou teorias tais como a teoria de Brans-
Dicke [BD61] e as teorias escalares tensoriais. A introdução de um campo escalar,
para além de fornecer um processo simples para que ocorra um peŕıodo de inflação,
permite também relacionar de uma maneira muito natural as anisotropias obser-
vadas com as flutuações de um campo escalar [MFB92]. Nestas últimas teorias
admite-se que o conteúdo material é dominado por um campo escalar sujeito a
um determinado potencial. Supõe-se que no inicio da época de inflação o campo
desceria lentamente o potencial a que estaria sujeito obrigando o factor de escala
do universo a sofrer um peŕıodo de expansão acelerada. A este comportamento
do campo dá-se o nome de “slow-roll”. O peŕıodo de inflação acabará quando o
campo começar a oscilar em torno do mı́nimo do potencial. A este processo dá-se
o nome de inflação caótica [Lin83].

Estas modificações ao modelo cosmológico padrão e à teoria da relatividade ger-
al introduzem novos graus de liberdade nas equações permitindo assim, à custa do
aumento da dificuldade do estudo das equações, obter as propriedades necessárias
à descrição da evolução do universo. A modificação essencial, que se tratará nesta
dissertação, é a introdução de um campo escalar, referido anteriormente, i. e.,
de mais um grau de liberdade nas equações. Note-se que no caso dos modelos de
FLRW, que têm apenas um grau de liberdade, a introdução de um campo escalar
torna posśıvel a existência de comportamento caótico que, de outra maneira, só se-
ria posśıvel com uma métrica não isotrópica. No entanto, os aspectos considerados
essenciais da evolução do universo podem ser modelados apenas com um modelo
completamente isotrópico mais um campo escalar.

Nesta dissertação considerar-se-ão apenas os casos mais simples das duas classes
de teorias expostas acima: o caso dos modelos de FLRW com um fluido perfeito,
como representante de um modelo espacialmente homogéneo da relatividade geral
e o modelo correspondente de FLRW com um campo escalar e matéria com o
respectivo termo de interacção, representante das teorias escalares tensoriais.

As equações diferenciais ordinárias que se obtêm no caso dos modelos espacial-
mente homogéneos na relatividade geral e no caso das teorias escalares tensoriais
são muito semelhantes e a sua forma pode ser descrita sucintamente através da
divisão dos graus de liberdade em dois tipos: o primeiro tipo corresponde apenas
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ao factor de escala global que tem um comportamento monótono no tempo na
maioria dos casos, em que se exceptua o caso dos modelos de curvatura positiva;
os outros graus de liberdade pertencem ao segundo tipo. São quantidades que têm
um comportamento oscilante no tempo cujo amortecimento é controlado pela taxa
de expansão do factor de escala e pelo potencial a que estão sujeitos. Em geral as
equações são constitúıdas por uma integral primeira que expressa a conservação da
energia e equações de osciladores amortecidos para os graus de liberdade oscilantes.
Estas observações são válidas para os modelos de espacialmente homogéneos tanto
na relatividade geral como nas teorias escalares tensoriais.

O estudo das equações diferenciais ordinárias é feito através de resolução nu-
mérica das equações, com um método de passo adaptativo Runge-Kutta 7(8)
[BF97] [HNW91] e análise qualitativa das equações.

Esta dissertação está estruturada da seguinte forma: no Caṕıtulo 2 faz-se uma
descrição da relatividade geral e uma dedução das equações gerais através de um
prinćıpio variacional. Incluir-se-à também uma discussão sobre os modelos cos-
mológicos homogéneos e em particular sobre os modelos de Bianchi diagonais da
classe A. O Caṕıtulo 3 trata do estudo dos modelos de FLRW com matéria e com
um campo escalar. É feito o estudo qualitativo das soluções das equações para to-
dos os tipos de matéria. Discute-se a semelhança com o caso de um campo escalar.
É feito um estudo completo sobre as condições necessárias para que ocorra um
peŕıodo de inflação e discute-se a hipótese restritiva usualmente feita, denominada
de “slow-roll”, no estudo destes sistemas através da introdução de um potencial
do tipo duplo-poço a que está sujeito o campo escalar. No Caṕıtulo 4 trata-se as
teorias escalares tensoriais. Faz-se uma exposição semelhante ao caṕıtulo anterior
mas agora com o termo de interacção que caracteriza este caso. Proceder-se-á
também á dedução das equações gerais através de um prinćıpio variacional. De
igual maneira, faz-se um estudo qualitativo das equações diferenciais, que agora
têm uma dimensão extra em relação ao caṕıtulo anterior, para o caso em que o
campo escalar está sujeito a um potencial constante. Usa-se este caso para obter a
dinâmica qualitativa das soluções deste sistema em torno de um mı́nimo não degen-
erado do potencial. Para este caso, prova-se que, assimptoticamente, a relatividade
geral é um atractor das teorias escalares tensoriais. O método utilizado para obter
este resultado difere do seguido em [MN98]. O estudo deste sistema, para valores
finitos do factor de escala, é completado com o estudo das equações regularizadas
no infinito. É feito um estudo sobre as condições necessárias para que ocorra um
peŕıodo de inflação suficiente tomando também um potencial do tipo duplo-poço.
A análise das órbitas de “slow-roll”, neste caso e no caso de RG mais um campo
escalar, constitui o núcleo do trabalho original que se apresenta nesta dissertação.
O resultado final é o seguinte: todas as órbitas que produzem suficiente inflação
são órbitas de “slow-roll” durante o peŕıodo de inflação [CMN99]. No final faz-se
uma comparação entre as equações das teorias escalares tensoriais e os modelos
de Bianchi diagonais do tipo A e utiliza-se esta analogia para provar a conjectura
do recolapso, para o modelo de FLRW de curvatura positiva, para uma escolha
particular do potencial e termo de interacção entre a matéria e o campo. Por fim
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faz-se uma conclusão sumária e considerações sobre trabalho futuro.



Caṕıtulo 2

Relatividade geral

A teoria da relatividade geral (RG) é em simultâneo uma teoria da gravitação
e uma teoria da geometria do espaço-tempo que relaciona directamente o conteúdo
material com a geometria. A sua credibilidade funda-se, não só no facto de ser uma
generalização da relatividade restrita, mas também nas propriedades dos modelos
que propõe para a descrição da evolução do universo e nas previsões que estes
modelos permitem fazer. Para além disso, constitui a base de outras teorias mais
especulativas e relevantes para a cosmologia como as teorias escalares tensoriais que
por sua vez permitem averiguar quais os limites de validade da relatividade geral
na descrição dos fenómenos naturais. Como teoria geométrica o seu objectivo é
estudar o espaço-tempo (ET) curvo quadridimensional e como teoria da gravitação
o movimento da matéria contida nele. As propriedades geométricas e dinâmicas
do ET são determinadas pela métrica

ds2 = gαβdxαdxβ (2.1)

onde está impĺıcito o somatório sobre os ı́ndices repetidos 1.
Neste caṕıtulo far-se-á uma descrição dos fundamentos da relatividade geral e

uma dedução das equações gerais através de um principio variacional nos casos com
e sem matéria. Incluir-se-á também uma discussão sobre os modelos cosmológicos
homogéneos e as equações diferenciais ordinárias obtidas neste caso, em particular
sobre os modelos de Bianchi diagonais. Apesar de estes resultados serem bem
conhecidos [MTW73] são a base da formulação das teorias escalares tensoriais
feita no caṕıtulo quarto e por isso serão inclúıdos aqui.

Os fundamentos da teoria da relatividade geral são [D’I95]:

1. O prinćıpio de equivalência que afirma que se pode eliminar, pelo menos
localmente, os efeitos da gravidade num referencial em queda livre. O enun-
ciado deste prinćıpio é: existe uma transformação de coordenadas que leva

1Os ı́ndices gregos são α, β, ... = 0, 1, 2, 3 e os ı́ndices latinos a, b, ... = 1, 2, 3.
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a forma quadrática (2.1), localmente, a

g11 = g22 = g33 = −g00 = 1

gµν = 0, µ 6= ν.

Este sistema de coordenadas local, em que o campo grav́ıtico foi localmente
anulado, corresponde a um referencial em queda livre.

Afirma também que não é posśıvel distinguir um campo grav́ıtico de um
campo inercial (aceleração uniforme) e que se devem considerar as forças
grav́ıticas como forças de inércia.

2. Seguindo a relatividade restrita assume-se que part́ıculas materiais descrevem
geodésicas tipo tempo e que a luz descreve geodésicas nulas. As forças in-
erciais aparecem nas equações das geodésicas como conexões métricas de
espaços de curvatura nula. Para se incluir o efeito extra da gravitação nas
conexões métricas, já que devem ser consideradas como forças inerciais, as
conexões deverão corresponder a espaços de curvatura não necessariamente
nula. As geodésicas são solução da equação

d2xσ

ds2
+ Γσ

µν

dxµ

ds

dxν

ds
= 0 (2.2)

onde Γσ
µν são as conexões métricas. Estas quantidades são um não-tensor

definido por

Γµ
λν =

1

2
gµσ

(

∂gσλ

∂xν
+

∂gσν

∂xλ
− ∂gλν

∂xσ

)

(2.3)

que é simétrica nos ı́ndices inferiores Γµ
λν = Γµ

νλ.

3. As componentes da métrica desempenham o papel de potenciais na teoria
e as equações finais deverão ter a mesma forma para qualquer referencial
escolhido.

4. Os efeitos do campo grav́ıtico reflectem-se nas órbitas descritas por part́ıculas
materiais. Este efeito manifesta-se nas geodésicas tipo tempo que se alteram,
em relação ao caso do espaço plano, e cuja deformação é descrita pelo tensor
de Riemann através da equação de desvio geodésico.

É também necessário introduzir alguns conceitos e definições que serão úteis
no caṕıtulos seguintes. O que se segue faz parte do formalismo matemático que
suporta a teoria e é aplicável a qualquer espaço curvo de dimensão arbitrária.

1. O tensor de Riemann é um tensor que envolve derivadas parciais de segunda
ordem da métrica e é igual a

Rλ
µνσ =

∂Γλ
µσ

∂xν
−

∂Γλ
µν

∂xσ
+ Γη

µσΓλ
νη − Γη

µνΓ
λ
ση (2.4)
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Tem 44 = 256 componentes. Da definição de Rλ
µνσ obtêm-se as simetrias

Rλ
µνσ = −Rλ

µσν

Rλ
µνσ + Rλ

νσµ + Rλ
σµν = 0. (2.5)

Por outro lado baixando o primeiro ı́ndice de (2.4) fica-se com

Rµνρσ = gµβRβ
νρσ = gµβΓβ

νσ,ρ + Γα
νσΓµαρ − gµβΓβ

νρ ,σ + Γα
νρΓµασ (2.6)

e substituindo as expressões para as conexões métricas (2.3) vem

Rµνρσ =
1

2
(gµσ,νρ − gνσ,µρ − gµρ,νσ + gνρ,µσ) + ΓβµρΓ

β
νσ − ΓβµσΓβ

νρ

o que dá a simetrias suplementares

Rµνρσ = −Rνµρσ

Rµνρσ = Rρσµν = Rσρνµ.

Devido a todas estas simetrias só 20 das 254 componentes do tensor de
Riemann são independentes.

É condição necessária e suficiente para que a métrica seja plana que o tensor
de Riemann seja nulo [Dir75].

2. A derivada covariante 2 de um tensor contravariante Xµ é dada por

∇λXµ =
∂Xµ

∂xλ
+ Γµ

λνXν

enquanto para um tensor covariante Xµ se tem

∇λXµ =
∂Xµ

∂xλ
− Γν

µλXν .

Com esta definição facilmente se vê que a derivada covariante da métrica é
nula, i. e., ∇λgµν = 0.

3. O comutador de dois vectores X e Y é dado por

[X,Y ]ν = Xµ∂µYν − Y µ∂µXν . (2.7)

Dado um vector X, a derivada de Lie de um tensor contravariante Y α é
definida por

LXY α = [X,Y ]α = Xβ∂βY α − Y β∂βXα

e de um tensor covariante Yα

LXYα = Xβ∂βYα + Yβ∂αXβ .

2É usual denotar-se a derivada covariante por ∇λ() = ();λ e a derivada usual por ∂

∂xλ
() =

∂λ() = (),λ.
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4. O tensor de Riemann verifica a identidade de Bianchi

∇τR
α
µρσ + ∇ρR

α
µστ + ∇σRα

µτρ = 0. (2.8)

A contracção de dois dos ı́ndices para os quais o tensor de Riemann é anti-
simétrico é nula. Caso contrário, da contracção de dois ı́ndices obtém-se o
tensor de Ricci (a menos de um sinal)

Rµν = Rρ
µρν .

Se contrairmos a identidade Rµνρσ = Rρσµν com gµρ obtém-se

gµρRµνρσ = Rµ
νµσ = Rµ

σµν

que é equivalente ao tensor de Ricci ser simétrico, Rνρ = Rρν .

5. R = Rρ
ρ é o escalar de curvatura e é definido de tal maneira que a curvatura

de uma esfera tridimensional seja positiva. A identidade de Bianchi para o
tensor de Riemann (2.8) tem 5 ı́ndices livres. Da dupla contracção τ , α e µ,
ρ, esta última obtida multiplicando (2.8) por gµρ, obtém-se a relação de um
só ı́ndice livre

gµρ
(

∇τR
α
µρσ + ∇ρR

α
µστ + ∇σRα

µτρ

)

= 0

e como ∇αgµρ = 0

∇α

(

gµρRα
µρσ

)

+ ∇ρ

(

gµρRα
µσα

)

+ ∇σ

(

gµρRα
µαρ

)

= 0

e de gµρRα
µρσ = −Rα

σ , gµρRα
µσα = −Rρ

σ e gµρRα
µαρ = R obtém-se

∇αRα
σ − 1

2
∇σR = 0.

Elevando o ı́ndice inferior livre obtém-se

∇α

(

Rαβ − 1

2
gαβR

)

= 0

que é a identidade de Bianchi para o tensor de Ricci.

A expressão expĺıcita para o tensor de Ricci é

Rµν = Γλ
µν,λ − Γλ

µλ,ν + Γα
µνΓ

λ
λα − Γα

µλΓλ
να. (2.9)

O tensor de Ricci é simétrico, no entanto, da sua expressão expĺıcita, não é
óbvio que isto seja verdade, especialmente para o segundo termo da expressão
(2.9). Se −g = |det(gµν)| vem

Γµ
νµ = gλµΓλνµ =

1

2
gλµ(gλν,µ + gλµ,ν − gµν,λ)

=
1

2
gλµgλν,µ

=
1

2
gµ
ν,µ =

1

2
g−1g,ν
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ou

Γα
µα =

1

2
g−1g,µ =

1

2
ln(−g),µ

logo

Γα
µα,ν =

1

2
ln(−g),µν =

1

2
ln(−g),νµ.

2.1 As equações de campo para a gravitação

Einstein propôs que no vazio, ou seja na ausência de matéria, a lei de gravitação
fosse

Rµν = 0. (2.10)

O espaço plano satisfaz a equação (2.10). As suas geodésicas são linhas rectas.
Quando o espaço não é plano as equações de Einstein determinam o valor da
curvatura.

À primeira vista as equações de Einstein (2.10) não têm qualquer semelhança
com as equações de Newton para a gravitação. No entanto é posśıvel fazer uma
analogia entre as duas teorias se se considerar as componentes da métrica gµν

como potenciais que descrevem o campo grav́ıtico. Existem 10 campos em vez
do único campo da teoria de Newton. Estes campos determinam a geometria do
espaço-tempo.

As equações de Einstein para o vazio (2.10) implicam R = 0 e

Rµν − 1

2
gµνR = 0. (2.11)

Se se começar com a equação (2.11) obtém-se por contracção R = 0 o que implica
(2.10).

Estas equações são, formalmente, equações às derivadas parciais de segunda
ordem não lineares.

2.1.1 Equações de Einstein com matéria

Na presença de matéria estas equações têm de ser modificadas. Suponha-se
que (2.11) é modificada para

Rµν − 1

2
gµνR = T µν (2.12)

onde T µν é um tensor simétrico que descreve a matéria. Da identidade de Bianchi

∇ν

(

Rµν − 1

2
gµνR

)

= 0
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obtém-se

∇ν(T
µν) = 0. (2.13)

Assim qualquer tensor T µν que descreva a matéria tem que satisfazer a condição
anterior, caso contrário a relação (2.12) não seria auto-consistente.

As equações (2.12) aparecem frequentemente escritas na literatura na forma

Rµν − 1

2
gµνR =

8πG

c2
T µν (2.14)

onde G é a constante de gravitação universal e c a velocidade da luz. Daqui para
frente faz-se c = G = 1, no entanto, sempre que for necessário, estas constantes
serão repostas nas equações sem comentários.

De entre as várias decomposições posśıveis, puramente algébricas, para o tensor
energia-momento existe uma, em particular, com grande relevância f́ısica que tem
a forma

Tαβ = ρvαvβ + qαvβ + vαqβ + p(gαβ + vαvβ) + Παβ (2.15)

onde vα é a velocidade da matéria, ρ = Tαβvαvβ é a densidade de massa-energia,
3p = Tαβ(gαβ + vαvβ) é a pressão e as quantidades qα e Παβ , que correspondem
respectivamente a fluxos de energia e a tensões anisotrópicas, obedecem a

qαvα = 0, Παβvβ = 0, Πα
α = 0, Παβ = Πβα.

Esta decomposição permite separar o tensor (2.15) em quantidades que são parale-
las e ortogonais a vα porque se vαvα = −1 então (gαβ + vαvβ)vα = 0. Na maioria
das aplicações considera-se apenas o caso do fluido perfeito para o qual se tem
qα = 0, Παβ = 0 e vαvα = −1. Assim tensor energia-momento para um fluido
perfeito é

Tαβ = ρvαvβ + p(gαβ + vαvβ). (2.16)

Considera-se também a equação de estado

p = (γ − 1)ρ (2.17)

com γ constante e 0 ≤ γ ≤ 2 que generaliza a equação de estado clássica de um
fluido perfeito. Note-se que para γ < 1 se tem p < 0.

A introdução de um campo escalar, φ, na relatividade geral é feita através do
tensor energia-momento para o campo escalar

Tαβ = ∇αφ∇βφ −
[

1

2
∇γφ∇γφ + V (φ)

]

. (2.18)

Se ∇αφ for um vector tipo tempo pode definir-se um vector velocidade por

vα =
∇αφ

√

∇γφ∇γφ
, (2.19)
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uma densidade de energia

ρφ =
1

2
∇γφ∇γφ + V (φ) (2.20)

e uma pressão

pφ =
1

2
∇γφ∇γφ − V (φ), (2.21)

onde Tαβ fica com a forma de um fluido perfeito com qα = 0, Παβ = 0 e vαvα = −1.

Definindo o tensor de Einstein Gαβ = Rαβ − 1

2
gαβR as equações (2.14) ficam

Gαβ = 8πT µν .

O tensor T µν com este coeficiente pode ser interpretado como uma densidade-
fluxo de energia-momento. T µ0 é a densidade de energia e T µa o fluxo. Num
espaço plano as equações (2.13) ficam

∂ν(T
µν) = 0

que contêm as equações do movimento de um fluido relativista e que expressam a
conservação de massa-energia. Logo, em última análise, as equações (2.13) justifi-
cam o uso das relações (2.12) como as equações do campo grav́ıtico com matéria já
que ∂ν num espaço plano se generaliza naturalmente para ∇ν num espaço curvo.

É ainda posśıvel escrever as equações (2.14) na forma

Rµ
ν = 8π

(

T µ
ν − 1

2
δµ
ν T

)

(2.22)

pois R = −8πT .
Uma maneira alternativa de obter as equações (2.14) é a de recorrer a um

prinćıpio variacional.

2.1.2 Prinćıpio variacional

Vai tratar-se em primeiro lugar do prinćıpio variacional para o espaço vazio.
Considere-se o funcional, usualmente designado por funcional de Einstein-

Hilbert [Dir75],

I =

∫

R
√−gd4x (2.23)

e tomem-se pequenas variações δgµν na métrica gµν , mantendo gµν e as suas
primeiras derivadas constantes na fronteira. Vai-se mostrar que de δI = 0 para
variações arbitrárias δgµν se obtêm as equações de Einstein para o vazio.
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Da definição de Rµν (2.9) tem-se

R = gµνRµν = R∗ − L,

onde

R∗ = gµν
(

Γσ
µν,σ − Γσ

µσ,ν

)

L = gµν
(

Γσ
µνΓρ

σρ − Γρ
µσΓσ

νρ

)

. (2.24)

O funcional I (2.23) contém derivadas de segunda ordem de gµν nos termos de
R∗. É fácil ver que

R∗√−g = −
(

gµνΓσ
µσ

√−g
)

,ν
+
(

gµνΓσ
µν

√−g
)

,σ

+
(

gµν√−g
)

,ν
Γσ

µσ −
(

gµν√−g
)

,σ
Γσ

µν . (2.25)

Os dois primeiros termos são derivadas totais que não contribuem para δI porque
as variações δgµν são nulas na fronteira. Mantém-se então os dois últimos termos.
Com as relações auxiliares

gαβ
,σ = −gαµgβνgµν,σ

Γµνσ + Γνµσ = gµν,σ

g−1g,ν = 2
1√−g

√−g,ν

Γµ
νµ

√−g =
√−g,ν (2.26)

e ainda

(

gµν√−g
)

,σ
=
(

−gνβΓµ
βσ − gµαΓν

ασ + gµνΓβ
σβ

)√−g

que por contracção de σ e ν dá

(

gµν√−g
)

,ν
= −gνβΓµ

βν

√−g,

os dois últimos termos ficam de (2.25) ficam

−gνβΓµ
βνΓ

σ
µσ

√−g +
(

2gνβΓµ
βσ − gµνΓβ

σβ

)

Γσ
µν

√−g = 2L
√−g.

Assim, (2.23) fica

I =

∫

L
√−gd4x (2.27)

onde L só contém termos com gµν e as suas primeiras derivadas (é uma função
homogénea de segundo graus nestas derivadas).

Seja L = L
√−g. Tome-se L, a menos de uma constante multiplicativa, como

a densidade de acção para o campo grav́ıtico. Não é uma densidade escalar, mas
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é mais conveniente usa-la do que R
√−g, que é uma densidade escalar, porque L

não contém derivadas de segunda ordem.
Varie-se então L. Para o primeiro termo obtém-se

δ
(

Γα
µνΓ

β
αβgµν√−g

)

= Γα
µνδ

(

gµν√−g,α

)

− Γβ
αβgµν√−gδ

(

gαν√−g
)

,ν

− Γα
µνΓβ

αβδ
(

gµν√−g
)

e para o segundo

δ
(

Γβ
µαΓα

νβgµν√−g
)

= 2
(

δΓβ
µα

)

Γα
νβgµν√−g + Γβ

µαΓα
νβδ

(

gµν√−g
)

= 2δ
(

Γβ
µαgµν√−g

)

− Γβ
µαΓα

νβδ
(

gµν√−g
)

.

Usando (2.26) vem

δ
(

Γβ
µαΓα

νβgµν√−g
)

= −δ
(

gνβ√−g,α

)

Γα
νβ − Γβ

µαΓα
νβδ

(

gµν√−g
)

.

Substituindo na expressão de δL

δL = Γα
µνδ

(

gµν√−g
)

,α
− Γβ

αβδ
(

gαν√−g
)

,ν

+
(

Γβ
µαΓα

νβ − Γβ
αβΓα

µν

)

δ
(

gµν√−g
)

. (2.28)

Os dois primeiros termos de (2.28) diferem de uma derivada total pelos termos

−Γα
µν,αδ

(

gµν√−g
)

+ Γβ
µβ,νδ

(

gµν√−g
)

.

Portanto, usando (2.9),

δI = δ

∫

Ld4x =

∫

Rµνδ
(

gµν√−g
)

d4x. (2.29)

Com δgµν arbitrários δ (gµν√−g) também são arbitrários, logo a condição δI = 0
dá as equações de E para o vazio na forma Rµν = 0. Por outro lado δgµν =
−gµαgνβδgαβ e δ

√−g = 1
2

√−ggαβδgαβ logo

δ
(

gµν√−g
)

= −
(

gµαgνβ − 1

2
gµνgαβ

)√−gδgαβ .

A equação (2.29) fica

δI = −
∫
(

Rαβ − 1

2
gαβR

)√−gδgαβd4x. (2.30)

De δI = 0 obtém-se então as equações de E para o vazio na forma

Rαβ − 1

2
gαβR = 0.
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Na presença de matéria é necessário acrescentar um termo com a forma Im =
∫

Lm
√−gd4x à acção (2.23), onde Lm é o lagrangeano dos campos materiais. Se

se denotar por Ig a a acção puramente geométrica (2.23) o prinćıpio de estacionar-
iedade fica

δ (Ig + Im) = 0

e procedendo como anteriormente facilmente se obtém a equação

1

8π

(

Rµν − 1

2
gµνR

)

− 1√−g

∂Lm

∂gµν
= 0.

Comparando com (2.14) vê-se que o tensor energia-momento T µν deriva direc-
tamente do lagrangeano dos campos materiais Lm e que tem a forma

T µν =
1√−g

∂Lm

∂gµν
. (2.31)

Por exemplo, a formulação da relatividade geral para o vazio com um campo
escalar é feita a través da acção

I =

∫

d4x
√−g {R −∇γφ∇γφ − 2V (φ)} (2.32)

onde φ é o campo escalar e V (φ) uma função de φ.
As equações gerais obtêm-se de (2.32) por variação de gαβ e φ. A variação de

gαβ dá, com (2.30),

Gαβ = gαβ

[

1

2
∇γφ∇γφ + V (φ)

]

−∇αφ∇βφ. (2.33)

A variação de φ dá, directamente, a equação de movimento para o campo

2φ + V ′(φ) = 0. (2.34)

2.1.3 A constante cosmológica

Einstein considerou a seguinte generalização das equações da RG para o vazio,

Rµν = −Λgµν (2.35)

onde Λ é uma constante. Esta constante tem um valor muito pequeno porque a
ordem de grandeza das correcções relativistas às órbitas newtonianas do sistema
solar forçam Λ ≪ 1. Como Rµν contém derivadas de segunda ordem da métrica
gµν , Λ tem dimensões de (distância)−2. Assim só para escalas maiores ou iguais
que esta distancia é que os seus efeitos se tornam relevantes. Portanto este termo
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extra é importante para teorias cosmológicas [Wei89] [EBL+99] [P+98]. Para se
obter esta extensão das equações de E a partir de um principio variacional basta
adicionar à acção o termo extra

IΛ = K

∫ √
−gd4x

à acção, onde K é uma constante a determinar. Assim

δIΛ = K

∫

1

2
gµνδgµν

√−gd4x.

O prinćıpio de estacionariedade

δ (Ig + IΛ) = 0

dá

(16π)−1

(

Rµν − 1

2
gµνR

)

− 1

2
Kgµν = 0.

Da equação (2.35) obtém-se

R = −4Λ

logo

Rµν − 1

2
gµνR = Λgµν . (2.36)

A equação (2.36) concorda com (2.35) desde que

K =
Λ

8π
.

2.2 Modelos cosmológicos homogéneos

Um dos métodos básicos para se obter soluções da RG consiste na análise de
soluções que são invariantes relativamente a um conjunto particular de transfor-
mações de coordenadas. Estas soluções possuem simetrias profundas e são as mais
simples e também as mais naturais em astrof́ısica e cosmologia. Duas das restrições
habituais são as hipóteses de homogeneidade espacial e isotropia.

A hipótese da homogeneidade espacial significa que as propriedades métricas
são as mesmas em todos os pontos do espaço. Esta hipótese permite reduzir as
equações de E a equações diferenciais ordinárias. A hipótese da isotropia significa
que as propriedades métricas são as mesmas em todos as direcções do espaço.
Esta hipótese permite reduzir drasticamente o número de graus de liberdade das
equações.
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A definição exacta destas simetrias está ligada ao estudo do conjunto de trans-
formações de coordenadas que deixam a métrica invariante. O problema geral
de, dada uma métrica, encontrar as transformações que a deixam invariante não
é trivial. O rećıproco deste problema, construir uma métrica com determinadas
simetrias, é mais fácil de resolver. A cada simetria está usualmente associada uma
hipótese f́ısica bem determinada.

2.3 Propriedades gerais

Os modelos cosmológicos homogéneos são definidos como espaços-tempos cuja
métrica obedece às equações de Einstein e que são invariantes para uma álgebra de
Lie real, L, tridimensional. A classificação destes modelos reduz-se á classificação
das álgebras L. Os elementos de L actuam somente na parte espacial da métrica.
Sobre os detalhes mais técnicos deste assunto consultar [Mac79]. Daqui para a
frente considerar-se-ão apenas estes modelos.

Para se perceber, em geral, qual a relação entre as álgebras L e as simetrias
de uma métrica espacialmente homogénea considere-se um campo de vectores X
e uma transformação de coordenadas xα → x′α = xα + εXα(x) onde 0 < ε ≪ 1.
A aplicação linear associada é igual a

aα
β = δα

β + ε∂βXα. (2.37)

Como a métrica se transforma como gαβ(x) = aγ
αaδ

βg′γδ(x
′) substituindo (2.37)

mantendo os termos de primeira ordem em ε obtém-se

gαβ(x) = gαβ(x) + ε
(

gαδ∂βXδ + gβδ∂αXδ + Xρ∂ρgαβ

)

+ O(ε2).

Portanto, para a métrica ser invariante face à transformação (2.37), basta que a
derivada de Lie, LXgαβ , seja nula, i. e.,

LXgαβ = gαδ∂βXδ + gβδ∂αXδ + Xρ∂ρgαβ

= ∇βXα + ∇αXβ = 0. (2.38)

Dá-se o nome de isometria à transformação linear (2.37) que verifica (2.38). Ao
vector X associado dá-se o nome de vector de Killing.

No caso dos modelos espacialmente homogéneos é posśıvel separar na métrica
a dependência temporal da espacial. Em cada hipersuperf́ıcie espacial a evolução
temporal da métrica em cada ponto é a mesma o que permite folhear o espaço-
tempo em superf́ıcies śıncronas. Este facto obriga as componentes mistas da
métrica, com ı́ndices temporais e espaciais, a serem nulas. É posśıvel caracterizar
as simetrias da métrica através de três campos de vectores de Killing X1, X2 e X3

com componente temporal nula e que são os geradores da álgebra de Lie com o co-
mutador (2.7). Fica assim feita a separação de coordenadas pretendida e definida
a classe das álgebras de Lie L.

Por definição de álgebra de Lie têm-se as seguintes propriedades:
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1.
[Xa,Xb] = − [Xb,Xa] . (2.39)

2.
[Xa,Xb] = Cc

abXc (2.40)

onde as constantes Cc
ab = −Cc

ba são anti-simétricas nos ı́ndices inferiores.

3. O comutador é bi-linear como função dos seus argumentos.

4. Vale a identidade de Jacobi

[[Xa, Xb] ,Xc] + [[Xb,Xc] ,Xa] + [[Xc,Xa] ,Xb] = 0. (2.41)

Substituindo (2.40) na identidade de Jacobi (2.41) obtém-se

Cf
abC

d
cf + Cf

bcC
d
af + Cf

caC
d
bf = 0. (2.42)

Usando os vectores X1, X2 e X3 como uma base dos vectores tangentes a cada
hipersuperf́ıcie em cada ponto a métrica pode ser escrita como

ds2 = −dt2 + gab(t)dXadXb (2.43)

onde Xa é a base dual da base Xa. Da mesma maneira, todas as quantidades
passam a ser escritas apenas como função do tempo já que a dependência espacial
ficou inclúıda nos vectores da base. Assim as propriedades destes modelos são com-
pletamente descritas pelas álgebras de Lie correspondentes através das constantes
de estrutura.

As conexões métricas escrevem-se [Mac79] à custa da métrica (2.43) e das con-
stantes de estrutura (2.40) o que permite calcular todas as quantidades relevantes
para o estudo destes modelos, a saber, o tensor de Riemann e as suas contracções.

2.3.1 Classificação de Bianchi

A classificação das álgebras de Lie tridimensionais foi feita por Bianchi em 1897
e induz uma classificação para os modelos cosmológicos espacialmente homogéneos.
Como as constantes de estrutura são anti-simétricas nos ı́ndices inferiores podem
ser escritas na forma Cc

ab = εabdC
dc, onde εabc = εabc (ε123 = 1) é o śımbolo

completamente anti-simétrico.
As condições de Jacobi (2.42) são as únicas condições às quais têm que satisfaz-

er as constantes de estrutura. Entre as várias combinações admisśıveis, existem,
porém, condições equivalentes em que a diferença é devida exclusivamente a trans-
formações de semelhança nos vectores Xa. Assim a classificação destes modelos
reduz-se à determinação de todas as combinações não equivalentes das constantes
de estrutura.
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Bianchi m n1 n2 n3 Curvatura constante

I 0 0 0 0 = 0
II 0 1 0 0 ——

V I0 0 1 −1 0 ——

V II0 0 1 1 0 = 0
V III 0 1 1 −1 ——

IX 0 1 1 1 > 0

III 1 1 −1 0 ——

IV 1 1 0 0 ——

V 1 0 0 0 < 0
V I (m 6= 1) m 1 −1 0 ——

V II m 1 1 0 < 0

Tabela 2.1: Classificação de Bianchi para os modelos cosmológicos espacialmente ho-
mogéneos. Inclui-se, na última coluna, o modelo de curvatura constante inclúıdo em cada
classe.

Para este efeito decompõe-se o tensor Cab nas suas partes simétrica e anti-

simétrica Cab = nab + εabcmc com nab =
1

2
(Cab + Cba) e ǫabcmc =

1

2
(Cab − Cba).

A introdução destas igualdades na identidade de Jacobi (2.42) dá

nabmb = 0. (2.44)

Reduzindo nab à sua forma diagonal a igualdade (2.44) fica n1m1+n2m2+n3m3 =
0. E sem perda de generalidade para a classificação pode supor-se que mb =
(0, 0,m) o que reduz a igualdade anterior a n3m = 0, i. e., uma das quantidades,
n3 ou m, tem que ser nula.

As relações de comutação ficam agora

[X1,X2] = X3n3 , [X2,X3] = X1n1 − X2m , [X3,X1] = X2n2 + X1m.

Pelas propriedades das transformações lineares dos campos Xa todas as álgebras de
Lie tri-dimensionais reduzem-se a nove tipos e, portanto, os modelos homogéneos
dividem-se naturalmente em duas classes (ver Tabela (2.1)): a classe A (m = 0,
parte de cima da tabela) e a classe B (m 6= 0, n3 = 0, parte de baixo da tabela).
Na última coluna indica-se qual o modelo de curvatura constante inclúıdo na classe
de Bianchi respectiva.

O tensor de Ricci das hipersuperf́ıcies tridimensionais, Pab, pode ser escrito
[Mac79] em termos de nab e mc como

Pab = ǫcdan
d
bm

c + ǫcdbn
d
mmc + 2nc

mncb − nc
cnab

− δab

(

2mcm
c + ncdn

cd − 1

2
(nc

c)
2

)

. (2.45)
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O escalar de curvatura é igual a

P = Pabg
ab = −6mcm

c − ncdn
cd +

1

2
(nc

c)
2. (2.46)

Os modelos de curvatura constante são caracterizados por tensor de Ricci tridi-

mensional Pab = 2
k

a2
gab e curvatura P = 6

k

a2
, onde k é uma constante arbitrária

e a o factor de escala global definido por a3 =
√

det(gab).

2.4 Equações de Einstein para os modelos cosmológicos

homogéneos

O tensor de Ricci Rab escreve-se à custa da métrica (2.43), gab(t), das suas
derivadas de primeira ordem em ordem ao tempo, ġab(t), das de segunda ordem,
g̈ab(t), e das constantes de estrutura nab e mc, através do tensor curvatura tridi-
mensional Pab (2.45).

Define-se o tensor σab = ġab − 2
ȧ

a
gab, que é um tensor com traço nulo σc

c = 0,

denominado tensor de “shear”, dado que mede a evolução temporal do afastamento
das componentes da métrica em relação ao caso isotrópico. De facto se σab = 0
então a métrica escreve-se gab = a2 (a menos de uma constante aditiva). Com esta
notação as equações de E, na forma (2.14), com o tensor de energia-momento de
fluido perfeito (2.16), ficam 3

3
ȧ2

a2
− 1

2
σabσ

ba +
1

2
P = Λ + ρ (2.47)

σ̇ab + 3
ȧ

a
σab + Pab −

1

3
gabP = 0 (2.48)

com a restrição

ǫabcn
ceσb

e − 3σa
bab = 0. (2.49)

A equação (2.47) é a equação G00 = T00 e (2.48) é a parte de traço nulo de
Gab = Tab. A equação (2.49) é R0a = 0.

Derivando (2.47) e usando (2.48) obtém-se

3
ä

a
= Λ − σabσ

ba − ρ + 3p

2
(2.50)

que é a equação R = −T As identidades de Bianchi para o tensor de curvatura
tri-dimensional são

ǫabcn
ceP b

e − 3

(

Pa
b − 1

3
Pga

b

)

mb = 0. (2.51)

3Onde se retirou o factor 8π por comodidade de escrita.
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Repare-se que uma classe de modelos muito mais simples seria aquela com
σab = 0, que é compat́ıvel com (2.49). Esta classe de modelos com a hipótese
adicional de curvatura constante constitui a classe dos modelos de FLRW.

Note-se que a forma anterior das equações (2.47), (2.48) e (2.50) oculta a
dependência funcional de cada um dos termos que as compõem. O tensor σab é
uma função de ġab, de gab e do factor de escala global a enquanto o tensor de
curvatura tridimensional só depende de gab. De facto a equação (2.48) não é a
equação do “shear”, propriamente dita, mas uma equação de segunda ordem nas
componentes da métrica.

Estas equações mostram que as equações de E para os modelos homogéneos
com o tensor energia-momento de fluido perfeito formam um sistema de equações
diferenciais de dimensão doze com uma equação de estado p = p(ρ) que tem nec-
essariamente que ser fornecida. Note-se que a equação (2.50) não é independente
das equações (2.47) e (2.48).

O comportamento assimptótico destes modelos para o caso de constante cos-
mológica nula, Λ = 0, e para o vazio é mais complicado de estudar. Todos os
modelos de Bianchi têm um comportamento de expansão excepto o modelo de
Bianchi tipo IX. O estudo deste modelo levou à formulação da conjectura do
recolapso confirmada [LW89] por R. Wald, e Xue-feng Lin, em 1989. Este mod-
elo recolapsa após ter atingido um instante de expansão máxima. Este tipo de
comportamento ocorre, em particular, no modelo de curvatura positiva de FLRW.

É posśıvel escrever as equações (2.47) e (2.48) de uma maneira muito mais
simples que as tornam muito apelativas e semelhantes aquelas que descrevem a
dinâmica dos campos nas teorias escalares tensoriais[WE97] [Wal83]. Como exem-
plo vai considerar-se apenas o caso dos modelos de Bianchi da classe A diagonais.
Apesar de ser posśıvel extender esta análise aos restantes modelos da classe B isso
não será feito aqui e remete-se por isso para a referência [RS75]. Como σab é igual
a

σab = a2 d

dt

[gab

a2

]

. (2.52)

Definindo uma nova métrica através da transformação conforme g̃ab =
gab

a2
e uma

nova coordenada independente τ por
dt

dτ
= a2, vem

σab =
dg̃ab

dτ
= g̃′ab. (2.53)

A equação (2.48) para o “shear” fica

g̃′′ab + 3
a′

a
g̃′ab + Ṽab = 0 (2.54)

onde Ṽab = P̃ab − 1
3 g̃abP̃ é apenas uma função de g̃ab. Como P̃ab = Pab e P̃ = a2P

[Wal84] tem-se
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Ṽab = ǫcdanb
dmc + ǫcdbna

dmc + 2mcm
cδab − nc

cnab

+
1

3
δab(n

c
c)

2 + 2

(

na
cncb −

1

3
δabncdn

cd

)

.

As equações (2.47) e (2.50) ficam, respectivamente,

3
1

a4

a′2

a2
=

1

2
g̃′abg̃

′ba − 1

2
a−2P̃ + Λ + ρ (2.55)

3
1

a3

(

a′

a2

)′
= Λ − g̃′abg̃

′ba − ρ + 3p

2
. (2.56)

Note-se que o tensor σab tem a propriedade σb
b = 0 o que significa que g̃′abg

ab =
0 que é equivalente a afirmar que det′(g̃ab) = 0. Claro que o mesmo se poderia ter
obtido de det(g̃ab) = 1. Esta última igualdade diminui em uma unidade o número
de componentes independentes da métrica g̃ab. Note-se que no caso das soluções
diagonais de (2.54), posśıveis apenas para o caso dos modelos da classe A e para o
modelo tipo V da classe B, ver [Bog80] [RS75], só duas das componentes g̃11, g̃22

e g̃33 são independentes.

Definindo então b1 = −
√

2

3
ln (g̃33) e b2 = − 1

2
√

3
ln

(

g̃11

g̃33

)

as equações (2.47)

e (2.48) para os modelos de Bianchi da classe A diagonais no vazio com constante
cosmológica são [RS75] [LW89]4

3
ȧ2

a2
=

1

2

(

ḃ2
1 + ḃ2

2

)

+
1

a2
V (b1, b2) + Λ (2.57)

b̈1 + 3
ȧ

a
ḃ1 +

1

a2

∂V

∂b1
= 0

b̈2 + 3
ȧ

a
ḃ2 +

1

a2

∂V

∂b2
= 0 (2.58)

onde a coordenada temporal volta a ser t e o potencial V tem a forma, para cada
modelo,

VI(b1, b2) = 0

VII(b1, b2) =
3

4
e

1√
3
(2

√
2b1+b2)

VV I0(b1, b2) =
1

3
e
2

q

2
3
b1

VV II0(b1, b2) =
3

2
e
2

q

2
3
b1
[

cosh(2
√

2b2) − 1
]

4As variáveis usadas nestas referências são β+ =
√

6b1 e β− =
√

6b2.
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VV III(b1, b2) = 3e
−

q

2
3
b1 cosh(

√
2b2) +

3

4
e
−4

q

2
3
b1

+
3

2
e
2

q

2
3
b1
[

cosh(2
√

2b2) − 1
]

VIX(b1, b2) = −3e
−

q

2
3
b1 cosh(

√
2b2) +

3

4
e
−4

q

2
3
b1

+
3

2
e
2

q

2
3
b1
[

cosh(2
√

2b2) − 1
]

.

No caso do modelo de Bianchi V I0 existe a integral primeira b2a
3 = c2 e no caso

do modelo de Bianchi I existem as integrais primeiras

b1a
3 = c1

b2a
3 = c2 (2.59)

que se obtêm directamente de (2.58), onde c1 e c2 são duas constantes. Sobre a
dinâmica deste sistema de equações consultar [Wal83] e [WE97].

Mais adiante voltar-se-á a analisar estas equações do ponto de vista da sua
semelhança com as equações das teorias escalares tensoriais.



Caṕıtulo 3

Modelos cosmológicos e inflação

Os modelos cosmológicos actuais baseiam-se na ideia que o universo é essencial-
mente uniforme por toda a parte [Lyt93] [MTW73]. Na realidade as observações
indicam que a distribuição de matéria no universo é relativamente homogénea a
larga escala por oposição ao que se observa a pequenas escalas. Estas irregular-
idades a pequenas escalas correspondem a uma hierarquia de estruturas. Uma
das questões a que a cosmologia tem de responder é o facto de o universo ser,
a larga escala, homogéneo e isotrópico. O modelo cosmológico padrão explica a
expansão actual do universo, a abundância relativa dos elementos leves e as ori-
gens da radiação cósmica de fundo. Embora este modelo tenha muito sucesso não
explica a origem da estrutura no universo e apesar da relativa homogeneidade ser
bem explicada por um peŕıodo de inflação suficientemente longo o processo pe-
lo qual se impõe ä > 0 não é conhecido detalhadamente. O estudo qualitativo
dos modelos de FLRW, para alem de fundamentar o modelo cosmológico padrão,
fornece as bases para a discussão destas ideias. Assim, neste caṕıtulo far-se-á o
estudo da dinâmica dos modelos de FLRW com um fluido perfeito, através de um
formalismo hamiltoneano, e no fim estudar-se-á a dinâmica destes modelos com
um campo escalar. Este último estudo é essencial para se compreender, em geral,
as condições necessárias para que ocorra um peŕıodo de inflação em potenciais de
tipo de duplo-poço [CMN99]. Far-se-á uma discussão sobre inflação com e sem
“slow-roll”.

3.1 Modelos de FLRW

Estes modelos são baseados em três propriedades fundamentais [MTW73] [D’I95]:
a de homogeneidade espacial, a de isotropia e a de curvatura constante. A métrica
genérica para estes modelos pode ser escrita como

ds2 = −dt2 + a2(t)

(

dr2

1 − kr2
+ r2(dθ2 + sin2(θ)dφ2)

)

(3.1)
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onde k é uma constante arbitraria. Note-se que a substituições k → k
|k| , r → r

√

|k|
e a → a√

|k|
deixam a métrica (3.1) invariante o que permite normalizar o valor

da curvatura k que passa tomar os valores −1, 0,+1. Estes modelos possuem
propriedades muito diferentes consoante o valor da sua curvatura.

Existem duas maneiras distintas de se obter as equações de E para estes mo-
delos. A primeira é usar as equações gerais (2.47) e (2.50) com σab = 0 e curvatura

constante P = 6
k

a2
; a segunda é calcular, a partir da métrica (3.1), as quantidades

relevantes para o seu estudo 1. Em ambos os casos obtém-se para o tensor de Ricci

R00 = −3
ä

a
(3.2)

Rij = δi
j

(

ä

a
+ 2

ȧ2

a2
+ 2

k

a2

)

. (3.3)

O escalar curvatura vem

R = 6

(

ä

a
+

ȧ2

a2
+

k

a2

)

. (3.4)

O tensor de Einstein Gµν = Rµν − 1

2
gµνR é

G00 = 3

(

ȧ2

a2
+

k

a2

)

Gij = −δij

(

2
ä

a
+

ȧ2

a2
+

k

a2

)

. (3.5)

As equações de E, na forma (2.22) com constante cosmológica, ficam então

3
ȧ2

a2
+ 3

k

a2
− Λ = ρ (3.6)

2aä + ȧ2 + k

a2
− Λ = −p, (3.7)

onde ρ é a densidade de energia e p a pressão.
A identidade de Bianchi, ∇νT

µν = 0, escreve-se

d

dt
(ρa3) + p

d

dt
(a3) = 0. (3.8)

Note-se que só duas das três equações (3.6), (3.7) e (3.8) são independentes já

que derivando (3.6) em ordem ao tempo, multiplicando (3.7) por −3 ȧ2

a2 e somando
obtém-se (3.8).

Se admitirmos a equação de estado para a matéria

p = (γ − 1)ρ, (3.9)

1Foi usada a biblioteca para o MapleV3 GRTii
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onde 0 ≤ γ ≤ 2, a equação de conservação da energia (3.8) fica

ρ̇ + ργ
d
dt(a

3)

a3
= 0 (3.10)

que integrando dá
ρ = ρ0a

3γ
0 a−3γ (3.11)

onde ρ0 e a0 são respectivamente a densidade de energia e o o factor de escala
no instante inicial. Note-se que as condições iniciais ρ0 e a0 têm que satisfazer
(3.6). É conveniente escrever µ = ρ0a

3γ
0 . A cada valor de γ corresponde um tipo

de matéria bem determinado cujas propriedades são descritas por (3.9). Tem-
se então os seguintes casos fisicamente mais relevantes: γ = 4/3 corresponde a
radiação, γ = 1 corresponde a matéria incoerente, γ = 0 corresponde ao vácuo e
γ = 2 a um fluido ŕıgido.

As equações (3.6) e (3.7) podem ainda ser escritas de outra maneira. Derivando
a equação (3.6) em ordem ao tempo obtém-se

6
ȧ

a

äa − ȧ2

a2
− 6

k

a2

ȧ

a
= ρ̇ (3.12)

e de (3.10)

ρ̇ = −3γ
ȧ

a
ρ (3.13)

que substituindo na primeira dá usando (3.6)

−3
ä

a
= −Λ +

(

3γ

2
− 1

)

ρ. (3.14)

A equação (3.6) é a equação de conservação da energia para a métrica de
FLRW. Se definirmos o momento conjugado do factor de escala a como Pa = 4ȧa
as equações (3.6) e (3.7) podem ser obtidas do hamiltoneano, para qualquer γ
usando (3.11),

H =
P 2

a

8a
+ 2ka − 2

3
Λa3 − 2

3
µa−3γ+3. (3.15)

As equações do movimento ficam

ȧ =
∂H
∂Pa

=
Pa

4a

Ṗa = −∂H
∂a

=
P 2

a

8a2
− 2k + 2Λa3 + 2(−γ + 1)a−3γ+2 (3.16)

com a restrição H(a, Pa) = 0.

Redefinindo a escala de tempo por
d

dt′
= 4a

d

dt
o hamiltoneano fica

H(a, Pa) =
P 2

a

2
+ 8ka2 − 8

3
a4Λ − 8

3
µa−3γ+4. (3.17)
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Note-se que o termo da constante cosmológica equivale a um termo de um
fluido com γΛ = 0 (é usual falar-se em energia do vácuo quando se quer referir
ao termo da constante cosmológica) e o termo da curvatura ao de um fluido com
γk = 2/3.

As equações de E para os modelos de FLRW ficam

a′ =
∂H
∂Pa

= Pa

P ′
a = −∂H

∂a
= −16ka +

32

3
a3Λ +

8

3
(−3γ + 4)µa−3γ+3 (3.18)

mais a restrição hamiltoneana H(a, Pa) = 0.
Os modelos de FLRW têm dois tipos de comportamentos básicos. Um com-

portamento de expansão-colapso em que o factor de escala oscila entre zero e um
valor máximo finito que será designado por (C) e um comportamento de expansão
(E) onde o factor de escala cresce e tende para infinito quanto o tempo tende para
infinito.

0.0 0.5 1.0 1.5 2.0
a

−10.0

−8.0

−6.0

−4.0

−2.0

0.0

V
(a

)

 γ < 4/3
 γ > 4/3

Figura 3.1: Gráfico do potencial V (a) para valores t́ıpicos do parâmetro γ para k = 0
(para traçar o gráfico pôs-se γ = 0, 2).

Dentro da classe de soluções de expansão (E) do sistema com hamiltoneano
(3.17) chamam-se soluções de inflação (I) aquelas que verificam ä > 0 durante
algum peŕıodo de tempo. Note-se que da equação (3.14) se conclui que se Λ = 0
então as soluções de inflação são aquelas em que γ < 2/3. Por outro lado se Λ 6= 0
existem soluções de inflação sempre que γ < 2/3 para um valor da constante
cosmológica arbitrário positivo e para γ > 2/3 para Λ suficientemente grande
comparado com ρ. Assim, para Λ > 0 qualquer solução de expansão tem ä > 0
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assimptoticamente e, portanto, são soluções do tipo (I). As soluções têm no passado
dois comportamentos distintos colapso e expansão que por simplicidade se omitem
já que se quer determinar qual o comportamento assimptótico futuro das soluções.
Vai supor-se sempre que a′0 > 0.

3.1.1 Comportamento qualitativo dos modelos de FLRW

0.0 0.5 1.0 1.5 2.0
a

−10.0

−8.0

−6.0

−4.0

−2.0

0.0

V
(a

)

γ < 4/3
γ > 4/3 

Figura 3.2: Gráfico do potencial V (a) para valores t́ıpicos do parâmetro γ para k = −1
(para traçar o gráfico pôs-se γ = 0, 2).

A análise qualitativa dos modelos FLRW é feita simplesmente com a integral
primeira H(a, Pa) = 0 que se volta a escrever

P 2
a

2
+ 8ka2 − 8

3
a4Λ − 8

3
µa−3γ+4 = 0. (3.19)

Como o hamiltoneano tem energia cinética com a forma canónica
P 2

a

2
o com-

portamento qualitativo pode ser imediatamente obtido da forma do potencial

V (a) = 8

(

ka2 − 1

3
a4Λ − 1

3
µa−3γ+4

)

com o estudo dos seus pontos cŕıticos e sinal.

Vai-se sempre considerar Λ > 0 (o caso Λ = 0 será considerado mais tarde).
Os casos dos modelos com k = −1, 0 são fáceis de estudar. Repare-se que para

estes valores da curvatura para qualquer valor de γ ≤ 4

3
se tem sempre V (a) ≤ 0

e que o único ponto cŕıtico é a = 0. Assim dada uma condição inicial a0 positiva
as soluções são de expansão do tipo (I). Ver Figuras (3.1) e (3.2). Por outro lado
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Figura 3.3: Gráfico do potencial V (a) para valores t́ıpicos do parâmetro 0 ≤ γ < 2/3
para k = 1.

se γ >
4

3
o potencial V (a) é singular para a = 0 e tem um ponto cŕıtico positivo,

ac, com V (ac) < 0. Portanto, dada uma condição inicial a0 positiva as soluções
são de expansão do tipo (I).

O estudo para o caso k = 1 é feito através da divisão do intervalo de variação
de γ em sub-intervalos [0, 2/3[, {2/3}, ]2/3, 4/3[, {4/3} e ]4/3, 2]. Repare-se que

para γ <
4

3
se tem V (0) = 0 para qualquer valor de µ e Λ. Assim tem-se os

subcasos seguintes:

Caso I

1. Para γ pertencente ao intervalo [0, 2/3[ tem-se V (a) < 0 se e só se a superior
a um determinado valor cŕıtico ac. Portanto, para condições iniciais a0 > ac

as soluções são do tipo (I). Veja-se Figura (3.3).

2. Para γ = 2/3 e µ ≥ 3 não existe nenhum ponto cŕıtico para alem de a = 0
e o estudo deste caso é análogo ao caso γ < 4/3 e k 6= 1 (Ver Figura (3.1)
e (3.2)). Para µ < 3 o potencial V (a) tem um comportamento qualitativo
semelhante ao caso k = 1 e 0 ≤ γ < 2/3. Neste último caso, só são acesśıveis
condições iniciais superiores a um determinado valor do factor de escala e
portanto estas soluções são de expansão do tipo (I).

3. Para γ pertencente ao intervalo ]2/3, 4/3[ tem-se V ′ ≤ 0 e V ≤ 0 numa vizin-
hança da origem o que torna posśıvel a existência de órbitas de colapso (ver
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Figura 3.4: Gráfico do potencial V (a) para 2/3 < γ < 4/3 para k = 1.

Figura (3.4)). Nestes casos existe um valor cŕıtico da constante cosmológica
Λc(γ), que depende de γ, tal que: se Λ > Λc tem-se V (a) ≤ 0 logo todas
as soluções são de expansão do tipo (I); se Λ ≤ Λc existem duas regiões de
condições iniciais acesśıveis situadas uma à esquerda do máximo de V e outra
à direita; para condições iniciais a0 à esquerda deste máximo que verifiquem
V (a0) ≤ 0 as solução são do tipo (C), para as condições iniciais à direita
deste máximo que verifiquem V (a0) ≤ 0 as solução são do tipo (I).

4. Para γ =
4

3
o potencial fica com a forma V (a) = 8ka2− 8

3a4Λ− 8
3µ com pontos

cŕıticos a = 0 e ac =
√

3/2Λ. O comportamento qualitativo de V (a) é o da
Figura (3.5). Existe um valor cŕıtico da constante cosmológica Λc = 9/4µ
para o qual se tem V (ac) = 0. Assim para 0 < Λ < Λc e se a0 < ac as
soluções são do tipo (C) e se a0 > ac do tipo (I). Por outro lado se Λ > Λc

então, dada uma condição inicial tal que V (a0) ≤ 0, as soluções são do tipo
(I).

Caso II

Para valores de γ no intervalo ]4/3, 2] o potencial V (a) tem apenas um ponto
cŕıtico ac > 0. Tem-se dois comportamentos distintos consoante os valores
da constantes Λ e µ. Se V (ac) > 0 então dada uma condição inicial a0 < ac

as soluções são do tipo (C) e dada uma condição inicial a0 > ac as soluções
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Figura 3.5: Gráfico do potencial V (a) para valores t́ıpicos do parâmetro γ = 4/3 para
k = 1.

são do tipo (I). Ver Figura (3.6). Se V (ac) < 0 todas as soluções são do tipo
(I) por analogia com o caso k 6= 1 e γ > 4/3.

3.1.2 O atractor de de Sitter

O atractor de de Sitter define-se como sendo a solução de inflação em que
ȧ/a = cte, i.e., o factor de escala tem um comportamento exponencial. Embora
a função a(t) desta forma só seja solução das equações (3.18) para k = µ = 0
faz sentido esta designação porque, como se verá, as soluções no caso geral tem,
assimptoticamente, esta forma anaĺıtica. Este tipo de comportamento do factor
de escala é essencial para a resolução dos vários problemas cosmológicos [Gut81]
e por isso será tratado aqui.

Pelo que foi visto atrás o comportamento para a → +∞ é permitido para todos
os valores de γ. O estudo de a → +∞ faz-se partindo das equações do movimento

(3.18) com a mudança de variável b =
1

a
, definindo v = Pab

2 e rescalando o tempo

de acordo com
d

dt
=

b

4

d

dt′
(a escala de tempo volta a ser a original). Fica-se então

com

ḃ = −1

4
vb

v̇ = −1

2
v2 − 8kb2 +

8

3
Λ +

8

3
(−3γ + 4)µb3γ (3.20)
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Figura 3.6: Gráfico do potencial V (a) para valores t́ıpicos do parâmetro γ = 2 para
k = 1.)

e a integral primeira h = Hb4

h =
1

2
v2 + 8kb2 − 8

3
Λ − 8

3
µb3γ = 0. (3.21)

Para b = 0 as equações (3.20) reduzem-se a

ḃ = 0

v̇ = −1

2
v2 +

8

3
Λ (3.22)

e (3.21) reduz-se a
1

2
v2 − 8

3
Λ = 0 o que implica que assimptoticamente v pode

tomar apenas um dos valores v1 =

√

4

3
Λ e v2 = −

√

4

3
Λ. É fácil ver que estes

valores correspondem aos pontos de equiĺıbrio no infinito e que b = 0 e v = v1,
b = 0 e v = v2 são, respectivamente, um nodo estável e um nodo instável do
sistema regularizado (3.20).

Repare-se que v =
Pa

a2
=

a′

a2
= 4

ȧ

a
. Logo a equação (3.22) para v̇ não é mais

do que (3.6) para b = 1/a = 0. Portanto a forma assimptótica do factor de escala
a(t) para tempos positivos é dada pela solução da equação

ȧ

a
=

√

1

3
Λ,
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que é

a(t) = a0e

q

1
3
Λt

(3.23)

a solução de de Sitter.
Para Λ = 0 tem-se, de (3.14),

−3
ä

a
=

(

3γ

2
− 1

)

ρ.

Para k 6= 1 o potencial V (a) ≤ 0 para qualquer γ logo todas as soluções são sempre
de expansão e de inflação se γ < 2/3. Para k = 1 se γ < 2/3 o potencial V (a) tem
uma forma análoga ao caso já estudado para Λ 6= 0 e k = 1 com 0 ≤ γ ≤ 2/3. Se
γ > 2/3 existe um valor do factor de escala a partir do qual V (a) > 0 logo, dada
uma condição inicial menor que esse valor, todas as soluções são do tipo (C).

O modelo cosmológico padrão é constrúıdo através destes tipos de comporta-
mentos, i. e., para as duas últimas épocas da história do universo supõe-se que a
dinâmica do factor de escala é controlada por vários tipos de matéria diferentes.
Inicialmente por um fluido com γ = 4/3, radiação e no fim por matéria incoerente
em que γ = 1 [Lyt93] [MTW73]. O modelo padrão prevê correctamente a expansão
do universo e a existência da radiação cósmica de fundo. No entanto sofre de al-
gumas dificuldades enunciadas em forma de problemas: o problema do horizonte,
o problema da densidade cŕıtica e o problema das singularidades cósmicas. Estes
problemas parecem ser resolvidos se se admitir que o universo, na sua evolução,
passou durante um peŕıodo suficientemente longo por um comportamento do tipo
de de Sitter (3.23) [Gut81], como se discute a seguir.

3.1.3 Inflação

Quando se refere o modelo cosmológico padrão quer-se dizer um universo em
expansão adiabática dominado por radiação ou matéria incoerente e descrito por
uma métrica de FLRW com constante cosmológica nula. A evolução do universo
depende da resolução das equações (3.6) e (3.10) para as quais são necessárias
condições iniciais que descrevem as condições f́ısicas do instante a partir do qual
se quer determinar uma solução. No entanto, este modelo assenta em condições
iniciais que são muito intrigantes. Em primeiro lugar, repare-se que o modelo cos-
mológico padrão tem uma singularidade num instante inicial, i. e., um instante,
que se toma como o instante inicial f́ısico para a contagem do tempo t = 0, em
que o factor de escala é igual a zero. Quando t → 0 o factor de escala a → 0.
Por outro lado quando t é da ordem do tempo de Planck, ou mais pequeno, as
equações do modelo cosmológico padrão não descrevem os fenómenos f́ısicos que
ocorrem nesses instantes porque existem efeitos quânticos gravitacionais relevantes
que não são descritos por elas. Logo, com estes factos em mente, é razoável ad-
mitir que o cenário descrito pelo modelo cosmológico padrão só seja verdadeiro
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para instantes suficientemente grandes e maiores que o tempo de Planck. Assim, a
evolução do universo pode ser determinada a partir das soluções das equações difer-
enciais ordinárias (3.6) e (3.10) com uma escolha criteriosa de condições iniciais
que especificam o cenário f́ısico que existiria num determinado instante.

No modelo cosmológico padrão, o universo é tomado, inicialmente, como sendo
homogéneo e isotrópico e com a matéria composta por um gás em equiĺıbrio térmico

com densidade ρ0; o valor inicial H0 da constante de Hubble, H =
ȧ

a
, que mede

a taxa de expansão do universo, especifica a velocidade inicial e valor inicial do
factor de escala com a equação (3.6), e são estas as condições iniciais suficientes
para se obter uma solução das equações (3.6) e (3.10).

O primeiro problema, denominado problema do horizonte, pode ser formula-
do da seguinte maneira: a radiação cósmica de fundo, proveniente de todas as
direcções do universo, tem um espectro térmico com temperaturas que diferem
apenas de uma parte em 10−5. Se a esta uniformidade se adicionar a homogenei-
dade do universo a larga escala é-se levado a concluir que todas as regiões do
universo se encontravam em contacto causal na época de desacoplamento e que as
interacções mutuas entre estas regiões garantiriam o mesmo estado de equiĺıbrio
para todas elas. No entanto, porque as interacções entre cada uma destas regiões
são realizadas a uma velocidade menor ou igual à da luz nem todas as regiões tiver-
am tempo de interactuarem. Assim, de acordo com o modelo cosmológico padrão
não existe qualquer forma destas regiões terem interactuado antes da época de de-
sacoplamento. Portanto, ou se admite que o universo era no seu ińıcio homogéneo
ou estas regiões não têm necessariamente de estar em equiĺıbrio térmico como se
observa. Adiante se verá como a ideia de inflação permite resolver esta dificuldade.

Sabe-se que a densidade de energia ρ do universo tem um valor muito próximo
do seu valor cŕıtico. Explicar porque é que isto acontece é o problema da densidade
cŕıtica. Definindo a densidade de energia total como Ω = ρ

3H2 , com Λ = 0, é fácil
ver a partir de (3.6) e (3.14) que Ω obedece à equação

Ω̇ =
ȧ

a
(2 − 3γ)Ω(1 − Ω) (3.24)

Com o estudo qualitativo anterior dos modelos de FLRW com Λ = 0 é fácil
obter-se o comportamento assimptótico de Ω (Tabela (3.1)). A equação (3.24) tem
pontos de equiĺıbrio Ω = 0, 1. Repare-se que para k = 0 se tem, ver (3.6), Ω(t) = 1.
Por outro lado para k 6= 0 como de (3.6) vem 1 = Ω − k

H2a2 tem-se Ω ≤ 1 para
k = −1 e Ω ≥ 1 para k = 1. Assim, a curvatura do universo é determinada pelo
valor de Ω. Repare-se que Ω = 1 é uma condição muito improvável já que para
que assimptoticamente se tenha Ω = 1 é necessário que a densidade de energia
tenha um valor igual á densidade cŕıtica [EBL+99] [HRLG98].

Note-se que um peŕıodo de suficientemente longo de inflação resolveria este
problema impondo Ω ≃ 1 (Tabela (3.1)) porque inflação aplana o universo.

Apesar de o conceito de inflação ser generalizadamente aceite, não existe ain-
da um cenário totalmente consistente no qual este tipo de comportamento seja
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Ωk=−1 Ωk=0 Ωk=1

γ < 2/3 1 1 1
γ = 2/3 Ω0 1 Ω0

γ > 2/3 0 1 +∞

Tabela 3.1: Classificação dos comportamentos assimptóticos de Ω para os modelos de
FLRW para os vários tipos de curvatura e matéria sob um ramo de expansão ȧ/a > 0 (Ω0

é uma condição inicial).

posśıvel. O mecanismo pelo qual se impõe ä > 0 durante um peŕıodo suficien-
temente longo de tempo não é conhecido de um ponto de vista f́ısico. A versão
mais simples é a de considerar um campo escalar φ [L+97], denominado inflatão,
cuja dinâmica originaria as pressões negativas necessárias para impor ä > 0. O
conceito de inflação para além de fornecer uma justificação para a relativa homo-
geneidade observada do universo, permite também, a partir a introdução de um
campo escalar, interpretar as anisotropias da radiação de fundo de uma maneira
muito natural. Os detalhes destes processo dependem da forma do potencial a que
estaria sujeito este campo.

Inflação é definida como o peŕıodo de tempo durante o qual o factor de es-

cala tem um crescimento acelerado e portanto (aH)−1 =
1

ȧ
é decrescente durante

este peŕıodo. Esta quantidade, denominada raio de Hubble, representa o limiar
da escala de influência causal. Por outro lado a importância de uma determinada
perturbação da métrica depende da relação entre o seu comprimento de onda e
a escala caracteŕıstica do universo (aH)−1. Assim, fenómenos cujas escalas ca-
racteŕısticas escalem com o factor de escala, como é o caso do comprimento de
onda das perturbações da métrica originadas por um campo escalar, saem deste
horizonte causal à medida que a inflação decorre. O peŕıodo de inflação acaba
quando (aH)−1 começar a aumentar e as perturbações podem entrar então no
horizonte causal. Assim, um peŕıodo de inflação durante a época de radiação per-
mitiria “congelar” as perturbações de grandes comprimentos de onda, evitando a
sua dissipação, e permitindo a sua reentrada mais tarde na época galáctica, ou
pré-galáctica, influenciando directamente os processos de formação de estrutura.
A confirmação observacional do mecanismo descrito anteriormente pode ser en-
contrado na anisotropia da radiação cósmica de fundo, que assinala a existência
da época de desacoplamento, e que pode ser relacionada com a amplitude de per-
turbações escalares da métrica [MFB92] [L+97].

As equações que descrevem a dinâmica do campo φ são

φ̈ + 3
ȧ

a
φ̇ + V ′(φ) = 0. (3.25)

A equação de E, G00 = T00, fica

3
ȧ2

a2
+ 3

k

a2
=

1

2
φ̇2 + V (φ). (3.26)
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e de Gab = Tab vem

2
ä

a
+

ȧ2

a2
+

k

a2
= −1

2
φ̇2 + V (φ) (3.27)

e substituindo (3.26) em (3.27) fica

−3
ä

a
= φ̇2 − V (φ). (3.28)

À semelhança do caso de fluido perfeito, definido pela equação de estado (3.9),
pode-se definir formalmente um γφ(t) função do tempo, ao contrário do que acon-
tecia com o caso do fluido em que γ é uma constante, com a forma

γφ = 2
φ̇2

2

φ̇2

2 + V (φ)
(3.29)

que é o dobro da razão entre a energia cinética e a energia total do campo e onde

ρφ =
1

2
φ̇2 + V (φ) (3.30)

é a densidade de energia e

pφ =
1

2
φ̇2 − V (φ) (3.31)

a pressão. Repare-se que com estas definições se obtém

pφ = (γφ − 1)ρφ. (3.32)

Note-se que sempre que V (φ) = 0 se tem γφ = 2 (fluido ŕıgido) e sempre que
φ̇ = 0, γφ = 0 (vácuo). A repartição de energia entre energia potencial e cinética
fornece um processo simples de garantir uma aceleração positiva do factor de escala
ä > 0 (3.28), durante um certo peŕıodo, já que a equação da dinâmica do campo
(3.25) poderá ter soluções oscilatórias. A analogia formal entre a dinâmica de um
campo escalar e um fluido perfeito pode ainda ser levada mais longe se se reparar
que a equação (3.28) se pode escrever como (3.14) na forma

−3
ä

a
=

(

3γφ

2
− 1

)

ρφ. (3.33)

Considere-se as equações (3.25) e (3.26). Os casos mais fáceis de estudar são
o de curvatura nula e de curvatura negativa. Repare-se que da equação (3.26) se
conclui que para ȧ0 > 0 se tem sempre ȧ(t) > 0 porque V (φ) > 0 e ȧ só se anulará
para a = +∞. Logo, para estes dois casos não se espera um comportamento muito
complicado das soluções, ao contrário do que acontece para o caso de curvatura
positiva, porque nestes casos o factor de escala é um função monótona do tempo.
Note-se ainda que o sistema de equações diferenciais de quarta ordem definido
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pelas equações (3.28) e (3.25) não contêm nenhum termo com a curvatura. Como
a equação (3.26) é uma integral primeira destas equações a influência do termo de
curvatura só se reflecte na escolha das condições iniciais que têm, como seria de
esperar, de verificar (3.26).

É fácil ver que para o caso de curvatura nula as equações (3.25) e (3.26) se
desacoplam. Este é também o caso que melhor se ajusta aos dados observacionais
[P+98]. Assim, como se quer estudar soluções de expansão, i. e., soluções em que
ȧ

a
> 0, fica-se com

φ̈ + 3φ̇
√

ρφ + V ′(φ) = 0 (3.34)

onde ρφ = ρφ(φ, φ̇) é a energia do campo φ definida por (3.30).
Uma escolha posśıvel para o potencial V (φ) é a de uma função com máximos

e mı́nimos. Os candidatos mais simples são funções do tipo duplo poço. Concre-
tamente os potenciais

Vd−p(φ) =
A

B2

(

φ2 − B
)2

(3.35)

VNG(φ) = A

[

1 + cos

(

πφ√
B

)]

(3.36)

onde A e B são duas constantes reais positivas. Vd−p é o potencial de duplo poço
usual e VNG um potencial com relevância para as teorias de part́ıculas [FFO90].

A abordagem popular é a de considerar a hipótese ad hoc que o campo desce
lentamente o potencial aproximando-se de um dos mı́nimos; este comportamen-
to é designado por “slow-roll” e será a designação usada sempre que necessário.
A hipótese de “slow-roll” pode ser descrita facilmente. Na maioria dos casos na
literatura, veja-se a t́ıtulo de exemplo [FFO90] [LM98], considera-se sempre po-
tenciais quadráticos com o coeficiente quadrático suficientemente grande para que,
com a hipótese de “slow-roll”, se consiga satisfazer as restrições a que um mode-
lo inflacionario tem que satisfazer. Supõe-se que o campo desce o potencial com
φ̈a

ȧφ̇
≪ 1 e

φ̇2

V (φ)
≪ 1. Esta desigualdade significa simplesmente que γφ ≃ 0 (3.29).

É fácil ver, a partir de (3.33), que se tem ä > 0 e que o factor de escala tem
um crescimento exponencial. O peŕıodo de inflação acaba quando φ̇2 = V (φ) e
o campo oscila harmonicamente em torno do mı́nimo. Apesar desta explicação
estar essencialmente correcta impõe inicialmente o comportamento de “slow-roll”.
Esta hipótese é altamente restritiva ao ponto de, em particular, dar origem ao
mesmo tipo de comportamento independentemente da forma do potencial, e para
além disso, obriga a um refinamento exagerado das condições iniciais. Fica em
aberto, dado um potencial, a determinação do conjunto de condições iniciais que
dão origem a este tipo de comportamento.

O ponto de partida para o estudo que se segue é analisar a dinâmica de todas
as soluções e determinar o conjunto de todas as condições iniciais que dão origem
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a um comportamento de “slow-roll”. Verifica-se que só as soluções que têm um
comportamento de “slow-roll” durante um certo peŕıodo de tempo verificam as
restrições inflacionarias e que é posśıvel especificar as condições iniciais sem um
refinamento exagerado. Assim, esta hipótese, usualmente considerada como essen-
cial, é consequência da imposição dos dados observacionais, para os potenciais
considerados, ao modelo e não o rećıproco.

Repare-se que a equação (3.34) é uma equação de um oscilador não linear, não-
linearmente amortecido. É fácil descrever qualitativamente as soluções de (3.34).
No caso do potencial de duplo poço existem três pontos de equiĺıbrio: uma sela
em (φ, φ̇) = (0, 0) e dois focos estáveis em (φ, φ̇) = (±

√
B, 0). As variedades

estáveis do ponto sela dividem o plano em duas regiões I e II. Um dos focos atrai
todos os pontos em I enquanto o outro atrai todos os pontos em II (ver Figura
(3.8)). Como não existe um nenhuma sensitividade das soluções em relação às
condições iniciais, exceptuando as fronteiras das regiões I e II, é posśıvel efectuar
um estudo numérico exaustivo no espaço dos parâmetros e das condições iniciais
para encontrar as regiões cujas soluções satisfazem as restrições observacionais. Do
ponto de vista qualitativo o caso do potencial VNG é idêntico ao caso do potencial
de duplo-poço pela identificação dos dois focos estáveis.

É usual definir-se os parâmetros de “slow-roll” [L+97]

ǫ(t) =
3

2

φ̇2

φ̇2

2 + V (φ)
(3.37)

η(t) = − φ̈
ȧ
a φ̇

(3.38)

Inflação corresponde a ǫ < 1. Repare-se, ver (3.29,) que ǫ =
3

2
γφ. O regime de

“slow-roll” é definido por [L+97]:

1. ǫ(t) ≪ 1 - que é a condição para desprezar o termo cinético em (3.34)

2. η(t) ≪ 1 - que é a condição para desprezar o termo de aceleração em (3.34)

Para resolver os problemas cosmológicos os modelos inflacionarios têm que
satisfazer as seguintes condições [L+97] [FFO90]

1. Suficiente inflação: O factor de escala tem que satisfazer

N =

∫ tf

ti

ȧ(t)

a(t)
dt = ln

(

af

ai

)

≥ 60. (3.39)

O número N é designado na literatura como o número de “e-foldings” porque

se N = ln
(

af

ai

)

então a relação entre af e ai pode ser escrita à custa da função

exponencial como af ≥ aie
60 ≥ ai10

26. Toma-se assim, daqui para a frente,
esta designação.
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Figura 3.7: Fronteira da região admisśıvel no espaço de parâmetros (região superior ao
gráfico) para a restrição (3.39) do número de “e-foldings” para o duplo poço e NB. O
limite superior nas abcissas está em 105.

Repare-se que neste caso o número de “e-foldings” é simplesmente igual a

N =

∫ tf

ti

√

ρφ

(

φ(t), φ̇(t)
)

dt =

∫ tf

ti

[

1

2
φ̇2(t) + V (φ(t))

]1/2

dt. (3.40)

Note-se ainda que
ȧ

a
pode ser escrito, para qualquer valor da curvatura, como

ȧ

a
= − 1

3φ̇2

d

dt

[

ρφ

(

φ(t), φ̇(t)
)]

. (3.41)

Apesar desta restrição não ser obtida directamente das observações ela é
essencial já que todas as outras restrições observacionais a tomam como
hipótese.

2. Limites para a energia do campo: (ver [L+97] e [FFO90] e referências in-
clúıdas) O regime de inflação ocorre na gama de energias entre mpl e 10−17mpl.
Isto restringe a dinâmica no espaço de fase à região 2 definida por

10−34m2
pl ≤ ρφ(φ, φ̇) ≤ m2

pl. (3.42)

2Estes limites são admitidos para que a inflação ocorra entre o instante de Planck e a transição
electro-fraca [FFO90]. Para o estudo numérico faz-se mpl = 1.
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3. Perturbações escalares: (ver [L+97] e [FFO90] e referências inclúıdas) As
anisotropias da radiação cósmica de fundo limitam a amplitude das flu-
tuações escalares δ por

δ ≤ δobs = 1, 9 × 10−5 (3.43)

onde δobs é o valor observacional.
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Figura 3.8: Órbita t́ıpica de “slow-roll” com B = 100 e condições iniciais φ(0) = 0 e

φ′(0) = 1.17334 para o potencial duplo-poço. Para NB é análogo.

Crê-se que a escala caracteŕıstica destas perturbações se tornam maiores do que
o raio de Hubble 50 “e-foldings” antes do fim da inflação [Lyt93] [L+97]. Note-se
que a amplitude de perturbações escalares tem a forma (A.21), (ver apêndice A)
[L+97] [MFB92],

δ ≃ ȧ2

a2|φ̇|
(3.44)

sempre que os parâmetros de “slow-roll” ǫ e η são constantes no tempo. Assim
assumindo que ǫ e η satisfazem a hipótese anterior é fácil de ver que com a trans-
formação da variável independente t → t′ =

√
At se tem

δ(A) =
√

Aδ(1) (3.45)
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e que de (3.40) se obtém

N(A,B) = N(1, B). (3.46)

É fácil ver, a partir de (3.41), que esta propriedade para o número de “e-foldings”
se mantém válida para k = −1, 1 e que é válida em geral para qualquer potencial
para o rescalamento do parâmetro de amplitude A.

Portanto a restrição (3.43) pode ser satisfeita rescalando δ por
√

A depois de
se ter determinado todos os parâmetros. Como δ(1) é determinado 50 “e-foldings”
antes do fim de inflação, o valor de A é determinado por

√
A ≤ O(10−5)/δ(1).

Fica-se assim com a restrição no número de “e-foldings” por satisfazer. Pondo
φ(0) = 0 fica-se apenas com dois parâmetros (B,φ′(0)). Esta imposição não tem
grande importância porque o parâmetro relevante é a energia inicial do campo que
pode ser sempre controlada pela velocidade inicial.
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Figura 3.9: Parâmetros de “slow-roll” ao longo de uma órbita (ver Figura anterior).

A restrição (3.42) define uma região no espaço de fase. A abordagem usual é
a de considerar condições iniciais com energia menor ou igual á energia de quebra
de simetria A. A abordagem feita aqui é a de considerar condições iniciais com
energias maiores ou iguais a A. Isto tem com consequência evitar o refinamento
exagerado dos parâmetros que controlam cada órbita, o parâmetro B e as con-
dições iniciais, porque estas órbitas têm contribuições adicionais para o número de
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“e-foldings” por comparação com aquelas usualmente consideradas na literatura
[FFO90] [LM98] [L+97]. O problema fica então reduzido a determinar φ′(0) no
intervalo de energias admisśıveis e o valor da constante B tal que N(1, B) > 60.

Os resultados são os da Figura (3.7). Vê-se que a restrição (3.39) é satisfeita
numa grande região do espaço de parâmetros (região acima do gráfico). Verifica-se
também que para todos estes os valores dos parâmetros os quantidades ǫ e |η|, assim
como as suas derivadas, são muito menores do que 1. Portanto, a aproximação de
“slow-roll” é válida. Na Figura (3.8) mostra-se um órbita t́ıpica de “slow-roll” e
na Figura (3.9) o comportamento t́ıpico dos parâmetros de “slow-roll” ao longo da
mesma. Note-se a particularidade desta órbita, em relação ao que seria de esperar
de um órbita de não de “slow-roll”. Na órbita de “slow-roll” tem-se |φ′| ≪ 1
durante num grande peŕıodo de tempo obrigando a γφ ≪ 2/3.

Isto mostra que não é posśıvel, para estes potenciais, satisfazer as restrições
inflacionarias sem “slow-roll”. De facto os resultados numéricos do estudo global
no espaço de parâmetros (B, φ̇) mostram que as órbitas de não “slow-roll” também
não satisfazem a restrição (3.39) do número de “e-foldings”. A ideia fundamental
que subsiste é a de que, de facto, o regime de “slow-roll” é forçado pelas restrições
observacionais no cenário geral de potenciais que exibem quebra de simetria ou
vários extremos. Assim, dada uma condição inicial fora do poço de potencial, para
um potencial com vários extremos, o sistema após um regime transiente evolui
aproximando-se do poço de potencial onde oscilará em torno do mı́nimo. Este
estágio relevante é modelado por um potencial com dois extremos consecutivos,
com condições iniciais superiores à energia correspondente ao máximo. Como
se pode ver na Figura (3.8), a energia do sistema decresce rapidamente devido
ao amortecimento e o sistema aproxima-se do mı́nimo e por fim oscila em torno
deste. Verifica-se que a contribuição para o número de “e-foldings” deste regime
oscilatório é pequena comparativamente à contribuição do regime de aproximação
lenta do mı́nimo e que o processo de dissipação inicial rápida de energia também
não contribui significativamente para N . Assim o único processo pelo qual há um
contribuição significativa para o número de “e-foldings” é através da aproximação
lenta para o mı́nimo que terá, necessariamente, que ser lenta para que produza o
número de “e-foldings” necessários. A simulação numérica ilustra o comportamen-
to geral descrito anteriormente e que este é apenas consequência das propriedades
qualitativas do potencial e não da sua forma particular considerada. Assim os
resultados obtidos são válidos para potenciais com dois ou mais extremos que são
modelados pelos potenciais (3.35) com dois extremos consecutivos. Na realidade os
potenciais com a forma particular (3.35) só são considerados por estarem associa-
dos a sistemas f́ısicos relevantes e bem conhecidos. Também fica claro que as três
restrições: número de “e-foldings”, amplitude de perturbações e região de energias
admisśıveis, podem ser satisfeitas num potencial genérico, no sentido explicado
anteriormente, sem um refinamento exagerado dos parâmetros. A conclusão final
é: num quadro de um estágio de inflação finita a aproximação de “slow-roll” é um
ponto de partida para o estudo das restrições de novos dados observacionais.

No que se segue far-se-á, por contraste, uma discussão, usando argumentos
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Figura 3.10: Parâmetros de “slow-roll” como função de B em N = 30 para os dois

potenciais duplo-poço e Nambu-Goldstone.

anaĺıticos, sobre os potenciais monótonos que dão origem a uma amplitude de per-

turbações escalares da forma δ ≃ ȧ2

a2|φ̇|
e quais as condições necessárias para se

obter um comportamento inflacionario para estes potenciais. A abordagem é ad-
mitir um determinado comportamento para o factor de escala a(t) e para o campo
φ(t) sem especificar o potencial V (φ) e depois integrar a equação da dinâmica do
campo para obter a forma do potencial compat́ıvel com o comportamento admitido
inicialmente para φ(t).

Recorde-se quais as equações que descrevem a dinâmica do campo φ e do factor
de escala a, para o caso k = 0, (3.25) e (3.26),

φ̈ + 3
ȧ

a
φ̇ + V ′(φ) = 0 (3.47)

3
ȧ2

a2
=

1

2
φ̇2 + V (φ). (3.48)

Com as definições de γφ (3.29), de densidade de energia ρφ (3.30) e pressão pφ

(3.31) é fácil ver que a equação (3.47) é equivalente a

ρ̇φ + 3γφ
ȧ

a
ρφ = 0. (3.49)
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Considere-se soluções das equações (3.47) e (3.48) em que se mantém constante
a razão entre a energia cinética do campo φ̇2 e a energia potencial V (φ) durante
um certo peŕıodo de tempo. Isto é equivalente a ter, ver equação (3.29),

γφ = cte. (3.50)

Repare-se que o estudo qualitativo do regime assimptótico das equações (3.47) e
(3.48) foi feito na secção (2.1.1) para γφ = cte.

Assim se γφ é constante a equação (3.49) pode ser integrada, o que dá

ρφ = µa−3γφ (3.51)

onde µ = ρφ0a
3γφ

0 é uma constante que depende das condições iniciais da densidade
de energia ρφ0 e do factor de escala a0.

Substituindo em (3.48) e integrando obtém-se

a(t) =
(µ

3

)
1

3γφ

(

3γφ

2

)
2

3γφ

t
2

3γφ . (3.52)

Esta é a solução para os modelos de FLRW de curvatura nula sem constante
cosmológica com um fluido perfeito.

Suponha-se que φ̇ tem um comportamento no tempo do tipo

φ̇ = ct−m. (3.53)

Introduzindo (3.53) em (3.48) vem m = 1 e c =
2

γ

√

2

3
(esta constante pode tomar-

se positiva sem perda de generalidade). Como, para soluções de expansão, se tem

ȧ

a
=

2

3γφ

1

t
(3.54)

a equação (3.47) fica

1

t2
2

γφ

√

2

3

(

2

γφ
− 1

)

+ V ′(t) = 0. (3.55)

Integrando (3.55) vem

V (t) =
2

γφ

√

2

3

(

2

γφ
− 1

)

t−1 + V0. (3.56)

Assim

φ(t) =
2

γφ

√

2

3
ln(t)
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e invertendo a relação anterior, o potencial fica igual a

V (φ) =
2

γφ

√

2

3

(

2

γφ
− 1

)

e−φγφ/2
√

3/2 + V0. (3.57)

Note-se que a parcela V0 corresponde à existência de uma constante cosmológica
o que implica que assimptoticamente o factor de escala tem um comportamento

de de Sitter. Como, agora, se quer soluções assimptóticas em que a(t) ∝ t
2

3γφ

põe-se V0 = 0. Sobre as propriedades das soluções deste tipo e sua importância
ver [BB88] [Hal87] [LM85] [LS99] [Bil99].

Repare-se que o único parâmetro livre do potencial (3.57) é γφ e que os parâme-
tros de “slow-roll” são constantes no tempo

ǫ = η =
3

2
γφ, (3.58)

e, neste caso, não há fim de inflação. A amplitude de perturbações escalares tem

a forma anteriormente usada (A.21) δ ≃ a2

a2|φ̇|
(ver apêndice A).

Repare-se que o factor de escala tem sempre um comportamento de expansão
e que inflação corresponde a γφ < 2

3 .
O potencial (3.57) é um exemplo para o qual as restrições inflacionarias podem

ser verificadas sem “slow-roll” (γφ ≪ 1). No entanto, para este potencial, não há
fim de inflação o que o elimina como candidato plauśıvel para descrever a evolução
do universo durante todo o peŕıodo de inflação.



Caṕıtulo 4

Teorias escalares tensoriais

As teorias escalares tensoriais (TET) são uma generalização natural da RG
com a particularidade de a constante de gravitação não ser uma quantidade posta
a priori na teoria. O seu valor é determinado por um campo escalar que evolui
no tempo. Neste Caṕıtulo far-se-á uma dedução destas equações a partir de um
principio variacional e discutir-se-á a passagem das TET para a relatividade geral
mais um campo escalar. Considerar-se-ão, neste contexto, os modelos de FLRW
com um campo escalar. No caso em que o campo está sujeito a um potencial
constante e que o conteúdo material é radiação o estudo reduz-se, como se verá,
ao estudo dos modelos de FLRW do segundo Caṕıtulo em RG. Mostrar-se-á que,
para o caso de radiação e através do estudo local em torno de um mı́nimo não
nulo do potencial, a RG é um atractor para estas teorias e que o comportamento
assimptótico do factor de escala é de de Sitter. A convergência para o atractor de
de Sitter é estudada através da regularização das equações no infinito. Será feita
uma generalização dos resultados do Caṕıtulo 3 no que respeita às condições para
que ocorra um peŕıodo de inflação para potenciais do tipo duplo-poço. Por fim far-
se-á uma comparação entre as equações das TET e os modelos de Bianchi diagonais
do tipo A e utilizar-se-á esta analogia para provar a conjectura do recolapso, para o
modelo de FLRW de curvatura positiva, para uma escolha particular do potencial
e do termo de interacção entre a matéria e o campo.

4.1 Equações das teorias escalares tensoriais

As TET são baseadas na densidade lagrangeana

Ltet =
√−g

{

φR − ω(φ)

φ
gαβφ,αφ,β − 2U(φ) + 2Lm

}

(4.1)

onde φ é o campo escalar, ω(φ) uma função de acoplamento e U(φ) uma função de
φ e Lm o lagrangeano da matéria. Note-se que estas teorias têm uma “constante”
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de gravitação φ−1. Um caso particular, historicamente importante, é a teoria de
Brans-Dicke que corresponde a ter ω(φ) = cte [BD61].

4.1.1 Prinćıpio variacional para as teorias escalares tensoriais

Considere-se o funcional da acção para as teorias escalares tensoriais,

Itet =

∫

Ltetd
4x. (4.2)

As equações gerais obtêm-se de (4.2) por variação de gαβ e φ. A variação de φ dá

R − ω(φ)

φ
gαβφ,αφ,β

(

ω′(φ)

ω(φ)
− 1

φ

)

− 2φ − 2U ′(φ) = 0. (4.3)

Da variação de gαβ obtêm-se os seguintes termos [LPPT75]

δ

δgαβ

[

ω(φ)

φ
gαβφ,αφ,β

]

=
ω(φ)

φ

[

φ,αφ,β − 1

2
gαβφ,αφ,β√−g

]

(4.4)

e

δ
[

φR
√−g

]

= φ
√−gGαβδgαβ + φ

√−ggαβδ (Rαβ) (4.5)

e o tensor energia-momento da matéria

δ
[

Lm
√−g

]

=
1

2

√−gTαβδgαβ . (4.6)

Note-se que há uma contribuição adicional para a variação da acção por com-
paração com a derivação variacional das equações de E na RG no Caṕıtulo 2, que
é o segundo termo de (4.5) gαβφδ(Rαβ).

Tem-se

gαβφδ(Rαβ) = φ
(

gαβ√−gδΓγ
αβ

)

,γ
− φ

(

gαγ√−gδΓβ
αβ

)

,γ
(4.7)

e assim vem

gαβφδ(Rαβ) = gαβ√−g∂γφδΓγ
αβ − gαγ√−g∂γφδΓβ

αβ (4.8)

a menos da derivada total

−∂γ

[√−gφ
(

gαβδΓγ
αβ − gαγδΓβ

αβ

)]

que não contribui para a variação da acção. Substituindo as relações auxiliares,
ver (2.26),

Γµ
νµ

√−g =
√−g,ν

(

gµν√−g
)

,ν
= −gνβΓµ

βν

√−g,



4.2. Teorias escalares tensoriais como relatividade geral e um campo escalar 49

e

2φ =
1√−g

∂αφ
√−g

,α
(4.9)

em (4.8) vem directamente

gαβφδ(Rαβ) =
√−gδgαβ [−∇α∇βφ + gαβ2φ] . (4.10)

Assim as equações para as teorias escalares tensoriais ficam então

Gαβφ = Tαβ +
ω(φ)

φ

(

gαγgβδ − 1

2
gαβgγδ

)

φ,γφ,δ

+∇α∇βφ − gαβ2φ (4.11)

e

R − ω(φ)

φ
gαβφ,αφ,β

[

ω′(φ)

ω(φ)
− 1

φ

]

− 2φ − 2U ′(φ) = 0. (4.12)

4.2 Teorias escalares tensoriais como relatividade geral

e um campo escalar

É posśıvel escrever a densidade lagrangeana (4.1) como uma densidade la-
grangeana de relatividade geral mais um campo escalar (2.32) através da transfor-
mação conforme

g̃αβ =
φ

φ∗ gαβ (4.13)

dϕ

dφ
= ±

√

(2ω(φ) + 3) φ∗
√

16πφ
(4.14)

onde φ∗ é uma constante que faz o papel da constante de gravitação (no que se
segue faz-se φ∗ = 1 e retira-se o factor 8π), ϕ é um novo campo escalar relacionado
com φ através de (4.14) e o lagrangeano fica

L =
√

−g̃
{

R̃ − ϕ,αϕ,α + 2V (ϕ) + 2L̃m

}

(4.15)

onde V (ϕ) =
U(φ(ϕ))

φ2(ϕ)
e L̃m =

Lm

φ2(ϕ)
e R̃ =

R

φ(ϕ)
é o escalar de Ricci calculado

com a métrica g̃αβ .
Diz-se que as equações escritas com a métrica gαβ estão escritas no referencial

de Jordan e que as escritas com g̃αβ estão escritas no referencial de Einstein.
Repare-se que o lagrangeano da matéria no referencial de Einstein, no caso

de um fluido perfeito, inclui termos respeitantes ao fluido e ao campo escalar
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L̃m = L̃m(ρ, p, ϕ). Isto introduz um termo novo nas equações por comparação
com a teoria da relatividade geral com um campo escalar.

A teoria da RG com um campo escalar não envolve acoplamento entre o campo
e a matéria. Assim a passagem das TET para o referencial de Einstein, onde a
teoria se assemelha à relatividade geral, fornece uma maneira natural de introduzir
nas primeiras equações termos de interacção entre a matéria e um campo.

No caso dos modelos espacialmente homogéneos, modelos de Bianchi, a trans-
formação conforme (4.13) não altera a estrutura das equações já que para estes
casos o campo φ = φ(t) é a apenas função da coordenada temporal o que permite
escrever as equações para os modelos de Bianchi com a mesma forma obtidas no
Caṕıtulo 2 com a equação adicional para o campo.

4.3 Modelos de FLRW nas teorias escalares tensoriais

Com a hipótese de homogeneidade e isotropia as equações das teorias escalares
tensoriais reduzem-se aos modelos de FLRW com um termo de interacção entre
a matéria e o campo. O termo de interacção entre a densidade de matéria ρ e o
campo ϕ surge na equação da conservação da energia

ρ̇

ρ
= −3γ

ȧ

a
+

Ṁ (ϕ)

M(ϕ)
(4.16)

onde

M(ϕ) = µ (φ(ϕ))−2+3γ/2 (4.17)

e µ = ρ0a
3γ
0 é a quantidade de energia inicial. Como a transformação φ = φ(ϕ)

é definida por (4.14) a forma do potencial M(ϕ) depende da forma da função
ω(φ). Toma-se sempre M(ϕ) ≥ 0. Repare-se que é este último termo que destrói
a equivalência entre a relatividade geral e um campo escalar e as teorias escalares
tensoriais. Esta equivalência pode ser restabelecida se M(ϕ) = cte.

Para γ constante é posśıvel integrar a equação (4.16) que dá

ρ = µa−3γM(ϕ). (4.18)

Note-se que quando ϕ = cte a teoria escalar tensorial reduz-se à RG.
As equações ficam

3
ȧ2

a2
+ 3

k

a2
=

1

2
ϕ̇2 + a−3γM(ϕ) + V (ϕ)

ϕ̈ + 3
ȧ

a
ϕ̇ = −a−3γM ′(ϕ) − V ′(ϕ). (4.19)

Da mesma maneira que se definiu o momento conjugado do factor de escala
como Pa = 4aȧ nos modelos de FLRW define-se o momento conjugado do campo
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escalar como Pϕ = −2

3
a3ϕ̇. O sistema anterior é equivalente ao sistema com

hamiltoneano

H =
P 2

a

8a
+ 2ka − 3

4

P 2
ϕ

a3
− 2

3
a−3γ+3M(ϕ) − 2

3
a3V (ϕ) (4.20)

com a restrição H = 0.

Fazendo a mudança de variável independente
d

dt′
= 4a

d

dt
o hamiltoneano fica

H′ = 4aH, e obtém-se

H′ =
P 2

a

2
+ 8ka2 − 3

P 2
ϕ

a2
− 8

3
a−3γ+4M(ϕ) − 8

3
a4V (ϕ)

com as equações

a′ = Pa

P ′
a = −16ka − 6

P 2
ϕ

a3
+

8

3
(−3γ + 4)a−3γ+3M(ϕ) +

32

3
a3V (ϕ)

ϕ′ = −6
Pϕ

a2

P ′
ϕ =

8

3
a−3γ+4M ′(ϕ) +

8

3
a4V ′(ϕ) (4.21)

e a restrição H′ = 0.
A dinâmica deste sistema de equações depende dos dois potenciais M e V . O

potencial M está directamente relacionado com a matéria e estabelece o acopla-
mento entre o campo escalar e a matéria através da escolha da função ω(φ). Pondo
µ = 0 obtém-se as equações para o vazio. A existência deste potencial torna o sis-
tema particularmente complicado de estudar. No entanto para alguns valores de
γ o sistema simplifica-se. Os casos fáceis de tratar são γ = 0, 4

3 , respectivamente,
vazio e radiação. No caso de radiação M(ϕ) = µ é constante.

O caso de radiação, γ = 4
3 , reduz o hamiltoneano à forma

H =
P 2

a

2
+ 8ka2 − 3

P 2
ϕ

a2
− 8

3
µ − 8

3
a4V (ϕ) (4.22)

e equações do movimento (4.21) ficam

a′ = Pa

P ′
a = −16ka − 6

P 2
ϕ

a3
+

32

3
a3V (ϕ)

ϕ′ = −6
Pϕ

a2

P ′
ϕ =

8

3
a4V ′(ϕ) (4.23)

com a restrição H = 0.
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De entre os potenciais, V (ϕ), posśıveis existe um em particular que é fácil de
tratar, o potencial constante V (ϕ) = λ, onde λ é uma constante real positiva. A
análise deste caso vai ser útil na descrição local do sistema completo (4.23) numa
vizinhança dos seus pontos de equiĺıbrio para um potencial arbitrário. A escolha
deste potencial implica P ′

ϕ = 0 e a existência da integral primeira Pϕ = L onde L
é uma constante. As equações (4.23) reduzem-se a

a′ = Pa

P ′
a = −16ka − 6

L2

a3
+

32

3
a3λ

ϕ′ = −6
L

a2
(4.24)

com a restrição
P 2

a

2
+ 8ka2 − 3

L2

a2
− 8

3
µ − 8

3
a4λ = 0.

O estudo qualitativo deste sistema faz-se de uma maneira semelhante aque-
la que foi feita para os modelos de FLRW. Note-se que o hamiltoneano (4.22) é,
neste caso, o hamiltoneano de uma part́ıcula material que se move num poten-
cial quártico sujeita a uma força centŕıpeta. Repare-se que a energia cinética do

hamiltoneano (4.22) tem a forma canónica
P 2

a

2
, logo o estudo qualitativo é feito

pela análise do potencial V (a) = 8ka2 − 3
L2

a2
− 8

3
µ − 8

3
a4λ = 0.

O caso mais simples, L = 0, reduz-se ao estudo do modelo de FLRW para
γ = 4/3. Considere-se então o caso L 6= 0.

Para k = −1, 0 facilmente se vê que o único ponto cŕıtico de V (a) é a = 0 e
que V (a) < 0. Para k = 1 o potencial V (a) tem apenas um ponto cŕıtico ac > 0.
É posśıvel determinar o comportamento qualitativo das soluções para este caso
reparando que existe um valor cŕıtico de µ que depende apenas de λ, que se denota
por µc, para o qual V (a) ≤ 0 para µ ≥ µc, logo, neste caso, todas as soluções são
de inflação. Se µ < µc existem valores de λ e µ, e um valor cŕıtico Lc(λ, µ) tal
que se L2 < L2

c e a0 < ac todas as soluções são de colapso, caso contrário todas as
soluções são de inflação. O estudo qualitativo para todos os valores da curvatura
resume-se na Tabela (4.1) usando a mesma nomenclatura usada nos modelos de
FLRW para a classificação das suas soluções.

O estudo do caso de vazio, γ = 0, reduz-se ao caso de γ = 4
3 tomando como

potencial a soma dos dois potenciais, i. e., tomando U(ϕ) = V (ϕ) + M(ϕ) como
potencial.

4.3.1 Estudo local para um potencial arbitrário com um mı́nimo

não nulo

Considerem-se as equações (4.23) para o caso de radiação, γ =
4

3
. Faz-se o

estudo do comportamento das suas soluções em torno de um ponto cŕıtico de V (ϕ)
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0 < µ < µc µ > µc

k = 0 Soluções Soluções
de expansão do tipo (I) de expansão do tipo (I)

k = −1 Soluções Soluções
de expansão do tipo (I) de expansão do tipo (I)

Se L2 < L2
c e a0 < ac soluções tipo (C);

k = 1 caso contrário Soluções
soluções de expansão do tipo (I) de expansão do tipo (I)

Tabela 4.1: Resumo do estudo qualitativo dos modelos de FLRW para diferentes valores
da curvatura para um potencial constante. Onde L2

c
= L2

c
(λ, µ), µc = µc(λ) e ac é um

ponto cŕıtico de V (a).

que seja um mı́nimo não nulo. O que se quer mostrar é que associado a este ponto
cŕıtico está um atractor para o qual convergem as soluções do sistema (4.23) para
tempos positivos (a este atractor está associado um comportamento assimptótico
do tipo RG).

Para k = −1, 0 das equações (4.19) é fácil ver que para condições iniciais ȧ0 > 0
que ȧ só troca de sinal para a = +∞, logo, para estas condições iniciais todas as
soluções são de expansão do tipo (I). O caso k = 1 é tratado de seguida.

Para este caso os pontos de equiĺıbrio são ϕc: V ′(ϕc) = 0, ponto cŕıtico de
V (ϕ); a = 0 e ac =

√

3/2V (ϕc). A estabilidade local do ponto cŕıtico (ac, Pa =
0, ϕ = ϕc, Pϕ = 0) é determinada pelos valores próprios da matriz da aproximação
linear do sistema (4.21) que é igual neste ponto a









0 1 0 0
16
(

−1 + 2a2
cV (ϕc)

)

0 0 0
0 0 0 − 6

a2
c

0 0 8
3a4

cV
′′(ϕc) 0









.

A estabilidade local no plano (a, Pa) é determinada pelos valores próprios

λa = 2
√

2

λPa = −2
√

2, (4.25)

um ponto sela, e no plano (ϕ,Pϕ) pelos valores próprios

λϕ = 4ac

√

−V ′′(ϕc)

λPϕ = −4ac

√

−V ′′(ϕc). (4.26)

Repare-se que se o ponto cŕıtico, ϕc for um mı́nimo não degenerado do potencial
V então V ′′(ϕc) > 0 o que implica que os valores próprios (4.26) são imaginários
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S

Figura 4.1: Espaço de fase para γ = 4/3, k = 1.

puros e o ponto de equiĺıbrio (ϕc, Pϕ = 0) é um centro. No caso do ponto cŕıtico do
potencial ser um máximo o ponto de equiĺıbrio (ϕc, Pϕ = 0) é uma sela. Considere-
se o primeiro caso.

Como em torno de um mı́nimo não degenerado e positivo o potencial V (ϕ)
pode sempre ser escrito como

V (ϕ) = λ +
1

2
m2ϕ2 + O3(ϕ), (4.27)

onde λ > 0, os valores próprios associados são

λϕ = 4i

√

3m2

2λ

λPϕ = −4i

√

3m2

2λ
. (4.28)

O ponto cŕıtico (ac, Pa = 0, ϕ = ϕc, Pϕ = 0) é então do tipo sela-centro. Note-se
que para o potencial (4.27) ϕc = 0 e para condições iniciais ϕ0 = 0 a dinâmica
reduz-se ao caso integrável já estudado com V (ϕ) = λ e Pϕ = 0. Mais à frente se
verá que as soluções ϕ(t) = 0 são um atractor de todas as soluções numa vizinhança
do mı́nimo não nulo do potencial.

A estrutura sela-centro do ponto de equiĺıbrio (ac, Pa = 0, ϕc = 0, Pϕ = 0)
permite descrever a dinâmica numa vizinhança deste ponto a partir da aproximação
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linear. Este tipo de comportamento pode ser também encontrado no modelo de
Bianchi tipo IX com um eixo de simetria e com constante cosmológica não nula
considerado em [OSS97] cujos resultados se transpõem naturalmente para este
modelo.

Pode-se decompor o hamiltoneano (4.22), na vizinhança do sela-centro, numa
soma de dois termos, um puramente rotacional e outro hiperbólico.

O hamiltoneano (4.22) em torno do sela-centro é igual a

H =

[

P 2
a

2
− 16(a − ac)

2

]

−
[

2λP 2
ϕ + 3λ2m2ϕ2

]

+
8

3
(µc − µ) (4.29)

+ O3(a − ac, ϕ)

onde µc = −λ

4
com a2

c =
3

2λ
. Se se definir as energias para o factor de escala e

para o campo

Ea =
P 2

a

2
− 16(a − ac)

2 (4.30)

Eϕ = 2λP 2
ϕ +

3

λ2
m2ϕ2 (4.31)

a equação (4.29) fica

H = Ea − Eϕ +
8

3
(µc − µ) + O3(a − ac, ϕ)

e é valida a expressão aproximada numa vizinhança suficientemente pequena do
sela-centro

Ea − Eϕ +
8

3
(µc − µ) ≃ 0, (4.32)

com |µc − µ| ≪ 1. Note-se que na aproximação linear as quantidades (4.30) e
(4.31) são integrais primeiras do movimento. No ponto cŕıtico tem-se µc = µ.

Repare-se que Eϕ ≥ 0 porque V ′′(ϕc) ≥ 0 e está associado ao movimento
oscilatório de ϕ, por outro lado, a energia do factor de escala Ea não tem sinal bem
definido numa vizinhança de (ac, 0) onde a dinâmica é hiperbólica. Na aproximação
linear a dinâmica hiperbólica do factor de escala está completamente desacoplada
do comportamento oscilatório do campo.

A dinâmica no regime linear é facilmente descrita. Se Ea > 0 num instante
inicial então as soluções são inflacionárias, se Ea < 0 tem-se órbitas de colapso. Em
geral, no caso não linear, dadas condições iniciais numa vizinhança dos conjuntos
invariantes do sela-centro a energia acesśıvel distribui-se de uma maneira irregular
pelos dois termos Ea e Eϕ [OSS97]. Como o resultado final da evolução do factor
de escala depende da maneira como é feita esta repartição de energia, a fronteira
dos dois tipos de comportamento principais colapso ou expansão não é regular.
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As soluções de (4.23) têm uma dependência senśıvel nas condições iniciais, numa
vizinhança das separatrizes (ver Figura (4.1)). Sobre a dimensão destas regiões
ver também [OSS97].

Este comportamento caótico está restrito a uma pequena região em torno das
separatrizes. Na realidade este comportamento é um regime pouco provável porque
face ao conjunto total de condições iniciais posśıveis, o conjunto de condições
iniciais que dão origem a soluções caóticas é muito pequeno.

Os resultados das duas secções seguintes foram obtidos em [MN98] e genera-
lizam os obtidos em [DN93a] e [DN93b]. Aqueles apresentados aqui diferem dos
em [MN98].

4.3.2 A relatividade geral como atractor das teorias escalares ten-

soriais

Voltando ao sistema inicial (4.19) com um potencial arbitrário [DN93a] [DN93b]

[MN98] e γ =
4

3
(radiação) (na notação inicial em (a, ϕ)) note-se que sempre que

ϕc é um ponto cŕıtico de V (ϕ), então (aϕc(t), ϕ(t) = ϕc, ϕ̇ = 0) é uma solução
de sistema (4.24) com Pϕ = 0 e V (ϕ) = λ. A viabilidade da RG como regime
assimptótico das TET depende da estabilidade das soluções ϕ̇ = 0. Esta estabili-
dade é garantida pela existência de uma função de Liapunov que é simplesmente a
energia total do campo. Esta é uma função que tem derivada não positiva ao longo
de uma solução com condições iniciais numa vizinhança de um ponto de equiĺıbrio
estável. É uma generalização da ideia de que numa vizinhança de um nodo ou
foco estável a distância, no espaço de fase, de um ponto representativo do sistema
ao ponto de equiĺıbrio, diminui ao longo do tempo. Assim, sob certas hipóteses,
uma função de Liapunov pode ser usada para garantir a estabilidade do ponto de
equiĺıbrio considerado [HS74] [Rob95].

Considere-se então as equações (4.19) que descrevem o factor de escala a e o
campo ϕ para qualquer γ que se volta a escrever, por comodidade,

3
ȧ2

a2
+ 3

k

a2
− 1

2
ϕ̇2 − V (ϕ) − a−3γM(ϕ) = 0 (4.33)

ϕ̈ + 3
ȧ

a
ϕ̇ = −V ′(ϕ) − a−3γM ′(ϕ). (4.34)

Da mesma maneira que se deduziu uma equação de segunda ordem nos modelos
de FLRW, derivando (4.33) em ordem ao tempo, substituindo (4.34) obtém-se

−3
ä

a
= ϕ̇2 − V (ϕ) +

(

3γ

2
− 1

)

a−3γM(ϕ). (4.35)

Considere-se o caso γ =
4

3
. Os outros valores de γ serão tratado como pertur-

bações deste.
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Uma função de Liapunov F = F (ϕ, ϕ̇) ([HS74], pg. 192), para o ponto de
equiĺıbrio (ϕc, 0), é uma função cont́ınua numa vizinhança deste ponto e diferen-
ciável em todos os pontos numa vizinhança estrita de (ϕc, 0) tal que:

1. F (ϕc, 0) = C1, onde C1 é uma constante real e F (ϕ, ϕ̇) > C1 numa vizin-
hança estrita de (ϕc, 0)

2. Ḟ ≤ 0 numa vizinhança estrita de (ϕc, 0)

A existência desta função garante a estabilidade do ponto de equiĺıbrio considerado.
Por outro lado se Ḟ < 0 numa vizinhança estrita de (ϕc, 0) então o ponto

de equiĺıbrio é assimptoticamente estável e dá-se o nome de função de Liapunov
estrita à função F .

A energia do campo ϕ é igual a ρϕ(ϕ, ϕ̇) =
1

2
ϕ̇2+V (ϕ). Derivando-a em ordem

ao tempo vem

ρ̇ϕ = ϕ̈ϕ̇ + ϕ̇V ′(ϕ) (4.36)

e usando a equação do campo (4.34) vem

ρ̇ϕ = −3
ȧ

a
ϕ̇2. (4.37)

Então sempre que
ȧ

a
> 0, solução de expansão, a função ρϕ(ϕ, ϕ̇) é uma função de

Liapunov estrita para o ponto de equiĺıbrio (ϕ, ϕ̇) = (ϕc, 0), porque ρϕ(ϕc, 0) = λ e
(ϕc, 0) é um mı́nimo não degenerado de ρϕ(ϕ, ϕ̇). É condição necessária e suficiente
para que ρ̇ϕ < 0 que a(t) seja crescente.

Por outro lado o volume no espaço de fase (ϕ, ϕ̇) de uma região definida por
ρϕ(ϕ, ϕ̇) ≤ C2, onde C2 é uma constante positiva, é dado por

Ω(t) =

∫

ρϕ(ϕ,ϕ̇)≤C2

dϕdϕ̇

=

∫

ρϕ(ϕ,ϕ̇)≤C2

J(ϕ, ϕ̇;ϕ0, ϕ̇0)dϕ0dϕ̇0 (4.38)

onde e J(ϕ, ϕ̇;ϕ0, ϕ̇0) é o jacobiano da transformação (ϕ, ϕ̇) → (ϕ0, ϕ̇0). Derivando
(4.38) em ordem ao tempo, usando (4.33) e (4.34), vem

Ω̇(t) = −3
ȧ(t)

a(t)
Ω(t). (4.39)

Quando ρϕ(ϕ, ϕ̇) é uma função de Liapunov para (ϕc, 0) tem-se Ω̇(t) < 0. Assim

a expansão
ȧ

a
> 0 é de facto a medida da estabilidade da solução ϕ(t) = ϕc

porque se terá uma contracção exponencial no espaço de fase (ϕ, ϕ̇) sempre que
a(t) crescer exponencialmente (comportamento de de Sitter). Esta solução do
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sistema completo, a que corresponde o ponto cŕıtico de V (ϕ), é um atractor de
todas as órbitas com condições iniciais numa vizinhança de ϕc.

Repare-se que este estudo do comportamento assimptótico permanece válido
para qualquer γ desde que se tome estes casos como uma perturbação decrescente

no tempo do caso γ =
4

3
em que a−3γM(ϕ) ≪ 1. Na secção seguinte formaliza-se

esta discussão através da regularização das equações no infinito.

4.3.3 Convergência para atractor de de Sitter

A convergência para o atractor de de Sitter para γ arbitrário é garantida para
uma condição inicial a0 suficientemente grande pelo facto de as equações em a =
+∞ não dependerem de γ e de M(ϕ). Assim, com a mudança de variáveis

v = Paa
−2

u = Pϕa−3 (4.40)

as equações (4.21) ficam

a′ = va2

P ′
a = −16ka − 6u2a3 +

32

3
a3V (ϕ) +

8

3
(−3γ + 4)a−3γ+3M(ϕ)

ϕ′ = −6ua

P ′
ϕ =

8

3
a−3γ+4M ′(ϕ) +

8

3
a4V ′(ϕ) (4.41)

e com (4.40)

u′ =
8

3
a−3γ+1M ′(ϕ) +

8

3
aV ′(ϕ) − 3auv

v′ = −16ka−1 − 6u2a +
32

3
aV (ϕ) − 2av2 +

8

3
(−3γ + 4)a−3γ+1M(ϕ). (4.42)

Definindo b = a−1 e eliminando as equações em Pa e Pϕ em (4.41) com (4.42)
vem

b′ = −v

v′ = −16kb − 6u2b−1 +
32

3
b−1V (ϕ) − 2b−1v2 +

8

3
(−3γ + 4)b3γ−1M(ϕ)

u′ =
8

3
b3γ−1M ′(ϕ) +

8

3
b−1V ′(ϕ) − 3b−1uv

ϕ′ = −6ub−1.
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Redefinindo a escala de tempo por
d

dt
=

1

4
b

d

dt′
(este é o tempo inicial das

equações obtidas com o hamiltoneano (4.20)) obtém-se um sistema regular em
b = 0

ḃ = −1

4
vb

v̇ = −4kb2 − 3

2
u2 +

8

3
V (ϕ) − 2v2 +

2

3
(−3γ + 4)b3γM(ϕ)

ϕ̇ = −3

2
u

u̇ =
2

3
b3γM ′(ϕ) +

2

3
V ′(ϕ) − 3uv. (4.43)

Note-se que a restrição hamiltoneana fica, com (4.20),

1

2
v2b−4 + 8kb−2 − 3u2b−4 − 8

3
b3γ−4M(ϕ) − 8

3
b−4V (ϕ) = 0

e fazendo h = Hb4 vem

h =
1

2
v2 + 8kb2 − 3u2 − 8

3
b3γM(ϕ) − 8

3
V (ϕ) = 0. (4.44)

Em geral, e em particular numa vizinhança de b = 0, a dinâmica está restringida
à variedade definida pela relação (4.44) que se denominará variedade de de Sitter

Para b = 0 obtém-se então um sistema regular dado pelas equações

ḃ = 0

v̇ = −3

2
u2 +

8

3
V (ϕ) − 2v2

ϕ̇ = −3

2
u

u̇ =
2

3
V ′(ϕ) − 3uv (4.45)

com a restrição

1

2
v2 − 3u2 − 8

3
V (ϕ) = 0. (4.46)

Note-se que o sistema anterior é na realidade um sistema de duas equações
diferenciais já que uma delas é redundante devido à restrição (4.46). A quantidade
h definida por (4.44) é conservada ao longo de uma solução do sistema (4.45).

Numa vizinhança de um mı́nimo não nulo do potencial (4.27), V (ϕ) = λ +
1
2m2ϕ2 + O3(ϕ), as equações do movimento (4.45) ficam

ϕ̇ = −3

2
u

u̇ =
2

3
m2ϕ − 3uv (4.47)
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com restrição

1

2
v2 − 3u2 − 8

3
λ − 4

3
m2ϕ2 = 0. (4.48)

Os pontos de equiĺıbrio são (u, ϕ, v) = (0, 0,±vc) onde vc = 4

√

1

3
λ. Estes dois

pontos de equiĺıbrio, (0, 0,+vc) e (0, 0,−vc), correspondem, respectivamente, ao
atractor de de Sitter para tempos positivos e negativos.

Sobre a variedade de de Sitter (4.44) existe uma função de Liapunov para o

ponto de equiĺıbrio (ϕ, u, v) = (0, 0,±vc). Repare-se que v = − ḃ

b
e que uma solução

de expansão corresponde a ḃ < 0. Uma função de Liapunov é simplesmente

F (b, ϕ, u) = 3u2 +
8

3
λ +

4

3
m2ϕ2 +

8

3
b3γM(ϕ) (4.49)

cuja derivada em ordem ao tempo é

Ḟ (b, ϕ, u) = −3

4
v

(

24u2 +
8

3
γb3γM(ϕ)

)

≤ 0 (4.50)

onde se usou as equações do movimento (4.43) e M(ϕ) ≥ 0. Com a definição de
função de Liapunov dada na secção anterior é fácil ver que a função (4.49) é uma
função de Liapunov estrita para o ponto de equiĺıbrio (ϕ, u, v) = (0, 0, vc). Assim
o atractor de de Sitter é assimptoticamente estável.

Repare-se que este resultado justifica a observação feita na secção anterior

acerca do comportamento qualitativo para valores de γ 6= 4

3
como uma perturbação

do caso γ =
4

3
. Isto é, dadas as constantes µ e λ existe um valor do factor de

escala ac tal que todas as soluções com condições iniciais a0 > ac convergem para
o atractor de de Sitter para qualquer γ.

No que se segue vai estudar-se a natureza dos pontos de equiĺıbrio sobre a
variedade de infinito (4.48). A matriz da aproximação linear de (4.47) calculada
em (0, 0,±vc) é igual a

M(0,0) =

[

0 −3
2

2
3 ∓3vc

]

com valores próprios iguais a

λ
(0,0,vc)
1 = −

√
3λ +

√

3λ − 4m2

λ
(0,0,vc)
2 = −

√
3λ −

√

3λ − 4m2 (4.51)

cujas partes reais ℜ(λ
(0,0,vc)
1,2 ) são para λ > 0 sempre negativas. Assim se λ > 4/3m2

o ponto (0, 0,+vc) é um nodo estável e se λ < 4/3m2 é um foco estável no plano
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(u, ϕ) e um nodo estável em v. Para o ponto (0, 0,−vc) os valores próprios da
matriz (4.51) são

λ
(0,0,−vc)
1 =

√
3λ +

√

3λ − 4m2

λ
(0,0,−vc)
2 =

√
3λ −

√

3λ − 4m2 (4.52)

cujas partes reais ℜ(λ
(0,0,−vc)
1,2 ) são para λ > 0 sempre positivas. Assim se λ >

4/3m2 o ponto (0, 0,+vc) é um nodo instável e se λ < 4/3m2 é um foco instável
no plano (u, ϕ). Tem-se então, associado ao comportamento de de Sitter do factor
de escala, dois tipos de comportamentos assimptóticos para o campo: um com-
portamento oscilante amortecido e um comportamento sobre-amortecido a que
correspondem, respectivamente, o foco estável e o nodo estável.

A análise da estabilidade linear confirma o que foi obtido com a função de
Liapunov. A variedade estável do ponto (0, 0, vc) tem dimensão 3 (os três valores
próprios associados a este ponto têm parte real sempre negativa). Assim o com-

portamento assimptótico do factor de escala é de de Sitter, i. e., a(t) = a0e
t
q

λ
3 .

Isto justifica o argumento dado no fim da secção (3.2.1).

4.3.4 Conjectura do recolapso

A analogia, nos modelos espacialmente homogéneos, entre as teorias escalares
tensoriais e os modelos de Bianchi pode ser encontrada, como se referiu no primeiro
Caṕıtulo, nos modelos de Bianchi diagonais da classe A. Considere-se o caso das

teorias escalares tensoriais nos modelos de FLRW de curvatura positiva com γ =
2

3
sem potencial, i. e., V (ϕ) = 0 e em torno de um mı́nimo nulo e não degenerado
de M(ϕ)

M(ϕ) =
µ

2
ϕ2 + O3(ϕ) (4.53)

onde µ > 0. Repare-se que o caso do mı́nimo não nulo de M(ϕ) é equivalente a
incluir um novo termo de matéria nas equações e por isso não será considerado
aqui. As equações, em torno deste mı́nimo, ficam

3
ȧ2

a2
+ 3

1

a2
=

1

2
ϕ̇2 +

1

2

µ

a2
ϕ2 (4.54)

ϕ̈ + 3
ȧ

a
ϕ̇ = − µ

a2
ϕ (4.55)

e

3
ä

a
= −ϕ̇2. (4.56)

Note-se que as equações (4.54), (4.55) e (4.56) têm a mesma estrutura que as
equações obtidas em (2.57) e (2.58) para o caso dos modelos de Bianchi descritas
no segundo Caṕıtulo apenas com dois graus de liberdade [RS75] .
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Definindo α = ln(a) e uma nova coordenada independente t′ tal que
d

dt′
= eα d

dt
as equações (4.54), (4.55) e (4.56) ficam

3α′2 + 3 =
1

2
ϕ′2 +

µ

2
ϕ2 (4.57)

ϕ′′ + 2α′ϕ′ + µϕ = 0 (4.58)

e

α′′ = −1

3
ϕ′2. (4.59)

O estudo do comportamento assimptótico das equações (4.57), (4.58) e (4.59) é fácil
de fazer e é em quase tudo semelhante á demonstração da conjectura do recolapso
para os modelos de Bianchi tipo IX diagonal com constante cosmológica nula em
[LW89].

Considere-se a mudança de variáveis ϕ =
r√
µ

cos(θ) e ϕ′ = r sin(θ). As

equações (4.57),(4.58) e (4.59) ficam, para o factor de escala

3α′2 + 3 =
1

2
r2 (4.60)

α′′ = −1

3
r2 sin2(θ) (4.61)

e para o campo obtêm-se as equações de um oscilador não linear

r′ = −2α′r sin2(θ)

θ′ = −√
µ − 2α′ sin(θ) cos(θ). (4.62)

Como α′′ ≤ 0 a função α′ é monótona decrescente. O estudo deste sistema de
equações divide-se em dois casos: o caso α′

0 < 0 e α′
0 > 0. É fácil ver que dada

uma condição inicial α′
0 < 0, como α′′ ≤ 0, que α tende para −∞. Portanto o

factor de escala a tende para zero assimptoticamente. Considere-se agora uma
condição inicial α′

0 > 0 e suponha-se que α′ nunca se anula. Como as equações
que descrevem a dinâmica do campo (4.62) são as de um oscilador amortecido
com factor de amortecimento igual a α′ isto implica que r, a energia do oscilador,

tenderia para zero o que é absurdo porque por (4.60) se tem
r2

2
≥ 3. Logo α′ tem

necessariamente que se anular. E o resultado vem do caso anterior.
Fica assim provada a conjectura do recolapso para este caso. O estudo do caso

em que V (ϕ) 6= 0 tem um mı́nimo não degenerado nulo fica para trabalho futuro.
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Figura 4.2: Fronteira da região admisśıvel no espaço de parâmetros (região superior ao
gráfico) para a restrição do número de “e-foldings” para o potencial de duplo-poço. Note-se
que 0 ≤ ϕ′

0
≤ 2.

4.3.5 Inflação nas teorias escalares tensoriais

Recordem-se as equações gerais das teorias escalares tensoriais com γ arbitrário

3
ȧ2

a2
+ 3

k

a2
=

1

2
ϕ̇2 + a−3γM(ϕ) + V (ϕ) (4.63)

ϕ̈ + 3
ȧ

a
ϕ̇ = −a−3γM ′(ϕ) − V ′(ϕ). (4.64)

Vai considerar-se apenas o potencial duplo poço com um mı́nimo nulo para
V (ϕ), visto que os resultados são completamente análogos no caso do potencial
de Nambu-Goldstone, com o objectivo de generalizar a esta classe de teorias os
resultados obtidos para a relatividade geral mais um campo escalar no Caṕıtulo
3. Para resolver os problemas cosmológicos os modelos inflacionários têm, como
se viu, que satisfazer as três condições [L+97] [FFO90]

1. Suficiente inflação: A restrição para o número de “e-foldings” fica agora
usando (4.64)

N =

∫ tf

ti

dt
ȧ(t)

a(t)
= −

∫ tf

ti

dt

d
dt

[

ϕ̇2

2 + V (ϕ) + a−3γM(ϕ)
]

3ϕ̇2 + 3γa−3γM(ϕ)
≥ 60 (4.65)
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Figura 4.3: Parâmetros de “slow-roll” como função de B em N = 30 para o potencial de
duplo-poço.

que só é invariante para a mudança da coordenada independente t → t′ =
√

At se γ =
4

3
. Para este valor de γ o número de “e-foldings” N fica

N = −
∫ tf

ti

dt

d
dt

[

ϕ̇2

2 + V (ϕ)
]

3ϕ̇2
≥ 60 (4.66)

porque o potencial M(ϕ) = µ é constante. (4.66) obtém-se directamente de
(4.64) pondo γ = 4/3.

2. Limites para a energia do campo: (ver [L+97] e [FFO90] e referências in-
clúıdas) O regime de inflação ocorre na gama de energias entre mpl e 10−17mpl.
Isto restringe a dinâmica no espaço de fase à região definida por

10−34m2
pl ≤

ȧ2

a2
≤ m2

pl. (4.67)

O estudo das condições necessárias para que ocorra um peŕıodo de inflação
nas TET será feito apenas para a energia ȧ0/a0 = mpl

1 que corresponde

1No estudo numérico faz-se mpl = 1
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Figura 4.4: Órbita t́ıpica de “slow-roll” com B = 60 e µ = 1 com condições iniciais
a′

a
= 1, ϕ0 = 0 e ϕ′(0) = .243931.

ao valor máximo de energia admitido por (4.67). Espera-se que o estudo
para valores iniciais de ȧ0/a0 ≤ mpl não seja qualitativamente diferente do
primeiro caso. Note-se que, agora, as condições iniciais estão relacionadas
através da integral primeira (4.63).

Para
ȧ0

a0
= 1 o valor da condição inicial ϕ̇0 está restringindo ao intervalo

[0, 2].

3. Perturbações escalares: (ver [L+97] e [FFO90] e referências inclúıdas) A
amplitude das perturbações escalares é de uma parte em 105.

A amplitude das perturbações escalares continua a ter a forma anterior

(A.21) [L+97] [MFB92] δ ≃ ȧ2

a2ϕ̇
desde que os parâmetros de “slow-roll’

sejam constantes no tempo (ver apêndice A). Assim assumindo que ǫ e η sat-
isfazem estas hipóteses o rescalamento de δ através da mudança de variável
independente t → t′ =

√
At continua válido assim como os argumentos que

se seguiram (ver Caṕıtulo 3).

Em resumo, quando se compara este problema com o problema análogo con-
siderado no Capitulo 2, vê-se que, embora haja uma diferença nas equações da
dinâmica e na condição 2, no que diz respeito aos limites da variação da energia,
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Figura 4.5: Parâmetros de “slow-roll” ao longo de uma órbita (ver Figura anterior).

que se reparte neste caso pelo factor de escala e pelo campo, a propriedade de
rescalamento do número de “e-foldings” N , que é crucial para se poder reduzir

a análise a apenas dois parâmetros, permanece válida desde que γ =
4

3
. Esta

hipótese é fisicamente relevante para o estudo de inflação porque, às energias a
que esta ocorre, pensa-se que toda a matéria se comporta essencialmente como
radiação. Finalmente, tal como no caso da relatividade mais um campo escalar,
a terceira restrição depende apenas da constância de ǫ e η ao longo do tempo e
portanto, em particular, fica justificada se se obtiver o regime de “slow-roll”.

Os resultados obtidos, seguindo os mesmos passos da análise feita no Caṕıtulo
3, estão representados nas Figuras (4.2) a (4.5) e corroboram a ideia de que para
este tipo de potenciais inflação suficiente corresponde a órbitas com um longo
peŕıodo de “slow-roll”.

A Figura (4.2) mostra que a restrição (4.66) do número de “e-foldings” é sat-
isfeita numa grande região do espaço de parâmetros. Verifica-se também que para
esses valores dos parâmetros as quantidades ǫ e |η|, assim como as suas derivadas
são muito menores do que 1 logo a aproximação de “slow-roll” é válida nesta região
(ver Figuras (4.3), (4.4) e (4.5)). Portanto, não é posśıvel satisfazer as restrições
inflacionárias sem “slow-roll” e este regime é um ponto de partida sólido para os
estudo de novos dados observacionais.



Caṕıtulo 5

Conclusão

Apresentou-se nesta dissertação um estudo de modelos cosmológicos concretos
usando métodos de análise qualitativa e resolução numérica de equações diferen-
ciais ordinárias.

O estudo realizado permitiu determinar quais as condições necessárias para que
ocorra um peŕıodo de inflação nos modelos de FLRW em relatividade geral e nas
teorias escalares tensoriais para o caso de radiação. Mostrou-se, e este é o resul-
tado realmente novo desta dissertação, que não é posśıvel satisfazer as restrições
inflacionárias sem “slow-roll”. De facto os resultados numéricos do estudo global
no espaço de parâmetros mostram que as órbitas de não “slow-roll” também não
satisfazem a restrição do número de “e-foldings”. O regime de “slow-roll” é forçado
pelas restrições observacionais no cenário geral de potenciais com vários extremos.
Num quadro de um peŕıodo finito de inflação a aproximação de “slow-roll” é um
ponto de partida para o estudo das restrições de novos dados observacionais. No
quadro complementar com constante cosmológica não nula, pela regularização das
equações em torno de infinito, verificou-se que o comportamento assimptótico do
factor de escala é de de Sitter tanto em relatividade geral mais um campo escalar
como nas teorias escalares tensoriais.

Sobre a convergência das teorias escalares tensoriais para a relatividade geral
mostrou-se que a relatividade geral é um atractor no caso em que o campo escalar
estiver sujeito a um potencial com um mı́nimo não degenerado. A prova assenta na
construção de uma função de Liapunov associada ao ponto de equiĺıbrio no infinito
que corresponde ao mı́nimo do potencial. No caso em que o conteúdo material é
composto por radiação o argumento vale para qualquer condição inicial do factor
de escala sobre um ramo de expansão enquanto para outros tipos de matéria o
resultado vale para uma condição inicial do factor de escala suficientemente grande.

Identificou-se uma classe de teorias escalares tensoriais cujas equações são
idênticas aos modelos de Bianchi com curvatura positiva não isotrópicos, ape-
nas com dois graus de liberdade, e provou-se que neste caso, para os modelos de
FLRW de curvatura positiva, recolapso é inevitável.
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Para terminar, referem-se algumas questões que foram abordadas e em relação
às quais não foi possivel obter resultados no âmbito desta tese: a conjectura do
recolapso para os os modelos de FLRW de curvatura positiva nas teorias escalares
tensoriais para o vácuo com constante cosmológica nula, a equivalência entre as
equações dos modelos de Bianchi da classe B da relatividade geral e as das teorias
escalares tensoriais e a extensão desta analogiaàs teorias de gravitação de ordem
superior cujo lagrangeano tem a forma

L =
√−g

{

R + c1R
2 + c2RαβRαβ + c3R

αβγδRαβγδ

}

(5.1)

onde c1, c2, c3 e c4 são constantes reais. Para todas estas classes de teorias espera-
se poder provar que as equações são compostas por uma integral primeira

3
ȧ2

a2
=

N
∑

i=0

1

2
ḃ2
i + M(a, b1, . . . , bN ) (5.2)

e pelas equações de osciladores

b̈i + 3
ȧ

a
ḃi = −∂M

∂bi
(a, b1, . . . , bN ), i = 1, 2, . . . , N (5.3)

e a equação para o factor de escala que se obtém derivando (5.2) em ordem ao
tempo e usando (5.3)

3
ä

a
= −

N
∑

i=0

ḃ2
i + M(a, b1, . . . , bN ) +

a

2

∂M

∂a
(a, b1, . . . , bN ). (5.4)

Estes problemas serão o objecto de trabalho futuro.



Apêndice A

Perturbações escalares da

métrica de FLRW

Assume-se que a métrica de FLRW não perturbada, em coordenadas isotrópicas,
é igual a

ds2 = g(0)
µν dxµdxν = −dt2 + a2(t)γij(x)dxidxj

= a2(τ)
(

−dτ2 + γij(x)dxidxj
)

(A.1)

onde τ ,
dτ

dt
= a−1, é o tempo conforme,

γij = δij

{

1 +
k

4

[

(x1)2 + (x2)2 + (x3)2
]

}

,

a curvatura k = −1, 0, 1 e x = (x1, x2, x3). Considere-se então uma perturbação da

métrica δgµν . Fica-se então com gµν(τ,x) = g
(0)
µν (τ,x) + δgµν(τ,x). Estas pertur-

bações podem ser de três tipos [MFB92]: escalares, vectoriais e tensoriais. Numa
aproximação linear todas estas perturbações evoluem de uma maneira indepen-
dente. Considere-se apenas as perturbações escalares.

Existem quatro maneiras distintas pelas quais as quantidades escalares podem
contribuir para δgµν [MFB92]: multiplicando γij por uma função escalar, D =
D(τ,x), ou através de uma derivada espacial de duas funções escalares B = B(τ,x)
e C = C(τ,x) ou ainda redefinindo a escala de tempo com A = A(τ,x) tal que
dτ = Adη. Ou seja

δge
µν = a2(τ)

[

−A B,i

B,i Dγij + C,ij

]

. (A.2)

No que segue vai-se considerar somente perturbações lineares escalares do caso
k = 0.
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A.1 Perturbações escalares da métrica de FLRW com

k = 0 e um campo escalar

Considere-se então o modelo de FLRW de curvatura nula com um campo es-
calar e vazio [L+97] [MFB92]. As equações do movimento, no tempo τ , são

3
a′2

a2
=

1

2
φ′2 + a2V (φ)

φ′′ + 2
a′

a
φ′ +

dV

dφ
= 0. (A.3)

Considere-se então uma perturbação escalar da métrica δge
µν e uma perturbação

do campo δφ tal que φ(τ) = φ(0)(τ) + δφ(τ), onde φ(0)(τ) é solução de (A.3). No
estudo das perturbações da métrica é conveniente impor A = 0 e B = 0, C = 0 que
corresponde a estudar as perturbações num referencial śıncrono (A = 0 e B = 0)
e longitudinal (B = 0 e C = 0). Logo as perturbações escalares da métrica ficam

δge
µν = a2(τ)

[

0 0
0 Dδij

]

.

A quantidade relevante para o estudo das perturbações é, que expressa o afas-
tamento da curvatura nula [MFB92],

K = −D − a′

aφ(0)′ δφ (A.4)

onde a e φ(0) são soluções das equações não perturbadas (A.3). Definindo

u = a

(

δφ +
φ(0)′a

a′
D

)

(A.5)

e

z = − u

K (A.6)

é fácil ver que z é a penas uma função do tempo conforme τ e z =
a2φ(0)′

a′
. O

estudo das perturbações é feito com u e z. Uma vez obtido u = u(τ,x) e z = z(τ)
a quantidade K obtém-se de

K = −u

z
. (A.7)

É posśıvel obter as equações para u e z [MFB92] [L+97]

u′′(τ,x) + ∇2u(τ,x) − z′′

z
u(τ,x) = 0. (A.8)
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Fazendo a transformada de Fourrier no espaço vem

u′′
k(τ) +

[

k2 − z′′

z

]

uk(τ) = 0. (A.9)

onde k = (k1, k2, k3) é o vector de onda e k =
(

(k1)2 + (k2)2 + (k3)2
)1/2

.
Repare-se que para processos f́ısicos cujas escalas caracteristiscas sejam k ≪ 1,

i. e., menores do que o raio de Hubble (aH)−1, onde H =
a′

a2
, tem-se

u′′
k

uk
=

z′′

z
o que implica uk ∝ z. O objectivo deste calculo é obter soluções de (A.9) para
k ≫ 1, i. e., considerar apenas processos f́ısicos cujas escalas sejam maiores do
que o raio de Hubble.

K pode ser expresso, através da transformada de Fourrier, por

K =

∫

d3k

(2π)3/2
δke

ik.x (A.10)

onde a amplitude das perturbações, para cada k, é, usando (A.7),

δk =

√

k3

2π2

∣

∣

∣

uk

z

∣

∣

∣
. (A.11)

Definindo os parâmetros de “slow-roll”, expressos no tempo τ , como

ǫ(τ) =
φ′2

1
2φ′2 + a2V (φ)

(A.12)

η(τ) = = −
a
(

φ′

a

)′

a′

a φ′ (A.13)

vem [SL93]

z′′

z
= 2

a′2

a2

(

1 + ǫ − 3

2
η + ǫ2 − 2ǫη +

1

2
η2 +

1

2

ǫ′

a′
− 1

2

η′

a′

)

. (A.14)

Note-se que

τ =

∫

dt

a
=

∫

da

a2H
= − 1

aH
+

∫

ǫda

a2H
.

Se ǫ e η forem constantes no tempo vem da equação anterior

τ = − 1

aH

1

1 − ǫ
(A.15)

e a equação (A.14) simplifica-se obtendo-se, neste caso,

z′′

z
=

1

τ2

(

ν2 − 1

4

)

(A.16)
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onde

ν =
1 − η + ǫ

1 − ǫ
+

1

2
. (A.17)

Portanto, usando (A.16), a equação (A.9) reduz-se á equação de Bessel

u′′
k +

[

k2 − ν2 − 1/4

τ2

]

uk = 0. (A.18)

A solução de (A.18), com condições auto-adjuntas, é

uk(τ) =

√
π

2
ei(ν+1/2)π/2(−τ)1/2H(1)

ν (−kτ) (A.19)

onde H
(1)
ν é a função de Hankel de primeira espécie de ordem ν. O comportamento

assimptótico da solução (A.19) para kτ ≫ 1 é [SL93]

uk(τ) = ei(ν−1/2)π/22ν−3/2 Γ(ν)

Γ(3/2)

1√
2k

(−kτ)−ν+1/2. (A.20)

Substituindo em (A.11) e voltando ao tempo t, substituindo k = (aH)−1 no ins-
tante em que as perturbações cruzam o horizonte, obtém-se a expressão para a
amplitude de perturbações escalares

δ = 2ν−3/2 Γ(ν)

Γ(3/2)
(1 − ǫ)ν−1/2

ȧ2

a2

2π|φ̇|
,

δ ≃ ȧ2

a2|φ̇|
. (A.21)
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