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Capitulo 1

Introducao

A cosmologia moderna teve o seu inicio com os modelos cosmoldgicos propostos
por A. Einstein e W. de Sitter em 1917 baseados na teoria da relatividade geral.
O conceito de um universo inflacionario foi introduzido por A. Friedmann e G.
Lemaitre nos anos vinte tendo esta hipétese ganho mais credibilidade apds a prova
da instabilidade do universo estatico de Einstein por Eddington e pelas observacoes
astronémicas de Hubble (1920) do aumento do desvio para o vermelho com a
distancia das galdxias longinquas. A descoberta da radiacdo césmica de fundo com
temperatura 2.72774+0.0002K e com um espectro de corpo negro, com uma precisao
de 0,005%, veio corroborar a ideia de que no inicio o universo deveria ter sido muito
denso e com uma temperatura muito elevada. Nao hé, por isso, hoje, muitas
duvidas acerca da plausibilidade do modelo cosmolégico do “big-bang” [TT99]. O
conhecimento actual da evolucao do universo pode ser muito bem descrito através
do modelo cosmoldgico padrao que se baseia nas solugoes isotrépicas e homogéneas
da relatividade geral. O estado do universo é determinado pelo factor de escala
global que reescala todas as distancias fisicas. A evolucao do universo pode ser
muito bem resumida e sistematizada em quatro épocas distintas [WE97].

A época galdctica corresponde ao periodo de tempo desde a formacao de galaxias
até hoje. Durante este periodo a matéria é modelada por particulas de um flu-
ido perfeito sem interaccoes, em que os aglomerados de galaxias, ou as proprias
galdxias, sdo as particulas do fluido. A radiacdo césmica de fundo tem pouca
importancia durante este periodo.

Na época pré-galdctica a matéria é modelada por um gas em que as particulas
materiais que o constituem sao, em periodos sucessivos, dtomos, nicleos ou par-
ticulas elementares. Esta época é dividida em em duas partes: a época pds-
desacoplamento na qual a matéria e a radiagao evoluem independentemente uma
da outra e uma época de pré-desacoplamento na qual a matéria se comporta como
um géds ionizado que interage com a radiacdo. A radiacdo césmica de fundo é
interpretada como uma evidéncia observacional da época de pré-desacoplamento.
A matéria domina assimptoticamente nesta época mas a radiacdo de fundo, que



pode ser modelada por um gés relativista, domina inicialmente. A fisica destas
épocas, galdctica e pré-galdctica, é bem conhecida. Ao contrario do dois periodos
finais as épocas iniciais nao sao tdo bem conhecidas apesar de serem intensivamente
estudadas.

A época inflaciondria durante a qual o universo sofreria um periodo de expansao
acelerada nao é tao bem conhecida. Para esta época, que ocorre antes da época pré-
galactica e depois do instante de Planck (10~*3s apés o “big-bang”), a maioria dos
modelos admite como causa deste comportamento um campo escalar, o inflatao,
ou véarios campos escalares, sujeitos a um determinado potencial. A introducgao
destes campos pode ser feita no quadro mais geral das teorias escalares tensoriais,
que escritas convenientemente, incluem, para além das equagoes da relatividade
geral e as equagoes que regem a dinamica dos campos, termos de interaccao entre a
matéria e os campos. Estes campos escalares nunca foram observados e fisicamente
poderao corresponder ao bosao de Higgs das teorias de grande unificacdo, a outros
graus de liberdade da métrica associados a teorias de ordem superior, a teorias de
super-cordas ou ao valor da “constante” de gravitagao dado por um campo escalar
que evolui no tempo como nas teorias escalares tensoriais [L197].

A época de gravidade qudntica ocorre antes do instante de Planck. Nesta época
a relatividade usual podera nao ser véalida. Admite-se que a evolug@ao do universo
s6 é modelada pela relatividade geral durante as duas ultimas épocas e que a época
de gravidade quéntica é modelada por teorias de gravitagdo modificadas.

A homogeneidade e isotropia espacial sdo confirmadas pela distribuicao de
galaxias e pela radiagdo de fundo. No entanto, verifica-se observacionalmente
que existem galaxias, aglomerados de galaxias e aglomerados de aglomerados de
galaxias sendo estas as estruturas de maior dimensao do universo. Assim, embora
a homogeneidade espacial nao seja verificada exactamente a todas as escalas es-
ta hipdtese simplifica drasticamente as equagoes. Historicamente estas hipdteses
foram introduzidas com este objectivo. As componentes da métrica dependem
neste caso apenas da coordenada temporal o que permite escrever as equagoes do
campo como equagoes diferenciais ordindrias que sao nao lineares. Os modelos que
possuem a propriedade de homogeneidade espacial sdo denominados modelos de
Bianchi.

A hipétese da homogeneidade e isotropia espacial é implicada por um principio
de razao insuficiente. Este principio afirma que se os observadores terrestres nao
ocupam um posicao privilegiada no universo e se este parece homogéneo entao
deverd parecer também homogéneo para quaisquer outros observadores. A ho-
mogeneidade espacial é consequéncia desta isotropia espacial em todos os pontos.
Este principio restringe drasticamente a classe de modelos cosmolégicos que se
podem usar para modelar a evolucao do universo cujo tnico grau de liberdade é
o factor de escala global. O estudo sistemético destes modelos, designados por
FLRW, foi iniciado por A. Friedmann [Fri22] e G. Lemaitre [Lem27] colocado num
quadro geométrico por H. P. Robertson [Rob35] e A. G. Walker [Wal36]

Estes modelos sdo muito particulares. As suas equagOes tém uma dinamica
que exclui, por comparagao com os outro modelos mais complicados, um conjunto



de comportamentos essenciais e genéricos das solugoes de equagbes diferenciais
ordindrias nao lineares. Por terem apenas um grau de liberdade as suas equacoes
tém uma dinamica facil de estudar que exclui o comportamento cadtico. Este
ultimo tipo de comportamento pode ser encontrado, por exemplo, nos modelos de
Bianchi de curvatura positiva com dois [OSS97] e trés graus de liberdade [CL97] e
nos modelos das teorias escalares tensoriais mais simples [MOS98].

Apesar das duas ultimas épocas serem bem descritas pela relatividade geral no
quadro do modelo cosmoldgico padrao as duas primeiras épocas sao bastante mais
complexas do ponto de vista fisico. As dificuldades do modelo cosmoldgico padrao
em explicar a evolugdo do universo foram formuladas em termos de problemas e
estao relacionadas com o horizonte das particulas, i. e, a distancia percorrida pela
luz desde o “big-bang” até um determinado ponto. Como as idades previstas pelos
modelos de FLRW sao finitas existem regioes do espago que nunca interactuaram
e portanto estao fora do horizonte causal de cada uma. N&o hé, por isso, razao
nenhuma para assumir que tenham evoluido de uma maneira semelhante. No
entanto, os factos observacionais expressam o contrario, existem regioes no universo
que, embora causalmente desconexas, evoluiram da mesma maneira. Possuem
galaxias, aglomerados de galaxias, etc, tém distribuicoes de massa semelhantes e as
mesmas anisotropias da radiacao césmica de fundo. Assim, parece natural admitir
que no passado estas regioes estiveram causalmente conexas o que parece estar em
oposicao com as previsoes do modelo cosmolégico padrao. Este é o denominado
problema do horizonte.

Um outro problema é o problema da densidade critica formulado em termos
do parametro densidade €2 que é proporcional a razao entre a densidade de energia
do universo e a sua taxa de expansao; para {2 > 1 o conteido material obriga
a um recolapso do universo, um “big-crunch”, para {2 < 1 nao existe matéria
suficiente para parar a expansao e para o valor critico 2 = 1 o universo s6 parard
a sua expansao em t = +0o. No modelo de FLRW de curvatura nula tem-se
Q) = 1, por isso este problema é também denominado o problema do universo
plano. Os modelos de FLRW néao explicam porque é que se tem observacionalmente
0.1 < Q<104 e,Q2~1(k=0). Assim, a menos que se tenha tido no passado
k = 0 exactamente ter-se-ia {2 ~ 0 para k = —1 e > 1 para kK = 1. Note-se que
estes dois problemas nao sao independentes um do outro.

Muitos dos problemas do modelo cosmolégico padrao parecem ser resolvidos
se se admitir que o universo sofreu um periodo de expansao acelerada. Num
tal cenario o universo poderia ser inicialmente nao homogéneo e anisotrépico mas
conteria uma pequena regiao, que daria origem ao universo observavel, causalmente
conexa que se expandiria inflacionariamente. Assim as heterogeneidades seriam
varridas para fora desta regidao e o universo observavel seria apenas constituido
pelas partes que estiveram causalmente interligadas no passado. Este mecanismo
permitiria resolver o problema do horizonte e também o problema da densidade
critica. No entanto o mecanismo pelo qual se impoe este regime nao é conhecido.

Nos anos 80 Guth [Gut81] propds um possivel cendrio inflaciondrio no qual se
resolveriam os problemas enunciados anteriormente. O universo inicial estaria num



estado “meta-estavel” de falso-vdacuo no qual a densidade de energia seria muito
grande, comparativamente com a densidade de energia da matéria usual, dominan-
do todas as outras contribuictes originando um comportamento inflacionario para
o factor de escala. Impondo estas restrigcoes nos modelos de FLRW, na forma de
uma constante cosmolégica nao nula, é facil ver que o comportamento assimptético
do factor de escala é exponencial. No caso do modelo de curvatura nula esta solucao
é exacta e é denominada solugao de de Sitter.

Embora o modelo de Guth resolva os problemas da densidade critica e do hori-
zonte nao fornece nenhum processo pelo qual se daria o fim de inflagdo. No modelo
de Guth o universo expande indefinidamente com um comportamento exponencial.
Por outro lado, este modelo ndo permite explicar as anisotropias observadas. As-
sim, tém sido feitas, desde essa altura, outras alteragoes ao modelo cosmolégico
padrao. O resultado de tais alteragbes originou teorias tais como a teoria de Brans-
Dicke [BD61] e as teorias escalares tensoriais. A introdugao de um campo escalar,
para além de fornecer um processo simples para que ocorra um periodo de inflacao,
permite também relacionar de uma maneira muito natural as anisotropias obser-
vadas com as flutuagoes de um campo escalar [MFB92]. Nestas tultimas teorias
admite-se que o conteido material ¢ dominado por um campo escalar sujeito a
um determinado potencial. SupGe-se que no inicio da época de inflacdo o campo
desceria lentamente o potencial a que estaria sujeito obrigando o factor de escala
do universo a sofrer um periodo de expansao acelerada. A este comportamento
do campo dé-se o nome de “slow-roll”. O periodo de inflagao acabard quando o
campo comegar a oscilar em torno do minimo do potencial. A este processo déa-se
o nome de inflagdo cadtica [Lin83].

Estas modificacGes ao modelo cosmoldgico padrao e a teoria da relatividade ger-
al introduzem novos graus de liberdade nas equagoes permitindo assim, a custa do
aumento da dificuldade do estudo das equagoes, obter as propriedades necessarias
a descricao da evolucao do universo. A modificagao essencial, que se tratard nesta
dissertacao, ¢ a introducao de um campo escalar, referido anteriormente, i. e.,
de mais um grau de liberdade nas equacoes. Note-se que no caso dos modelos de
FLRW, que tém apenas um grau de liberdade, a introducao de um campo escalar
torna possivel a existéncia de comportamento cadtico que, de outra maneira, sé se-
ria possivel com uma métrica nao isotrépica. No entanto, os aspectos considerados
essenciais da evolugao do universo podem ser modelados apenas com um modelo
completamente isotrépico mais um campo escalar.

Nesta dissertacao considerar-se-ao apenas os casos mais simples das duas classes
de teorias expostas acima: o caso dos modelos de FLRW com um fluido perfeito,
como representante de um modelo espacialmente homogéneo da relatividade geral
e o0 modelo correspondente de FLRW com um campo escalar e matéria com o
respectivo termo de interaccao, representante das teorias escalares tensoriais.

As equagées diferenciais ordindrias que se obtém no caso dos modelos espacial-
mente homogéneos na relatividade geral e no caso das teorias escalares tensoriais
sao muito semelhantes e a sua forma pode ser descrita sucintamente através da
divisao dos graus de liberdade em dois tipos: o primeiro tipo corresponde apenas



ao factor de escala global que tem um comportamento mondtono no tempo na
maioria dos casos, em que se exceptua o caso dos modelos de curvatura positiva;
os outros graus de liberdade pertencem ao segundo tipo. Sao quantidades que tém
um comportamento oscilante no tempo cujo amortecimento é controlado pela taxa
de expansao do factor de escala e pelo potencial a que estao sujeitos. Em geral as
equagoes sao constituidas por uma integral primeira que expressa a conservacao da
energia e equacoes de osciladores amortecidos para os graus de liberdade oscilantes.
Estas observagoes sao véalidas para os modelos de espacialmente homogéneos tanto
na relatividade geral como nas teorias escalares tensoriais.

O estudo das equagoes diferenciais ordinérias é feito através de resolucao nu-
mérica das equagdes, com um método de passo adaptativo Runge-Kutta 7(8)
[BF97] [HNWO1] e anédlise qualitativa das equagoes.

Esta dissertacao esta estruturada da seguinte forma: no Capitulo 2 faz-se uma
descricao da relatividade geral e uma deducao das equagdes gerais através de um
principio variacional. Incluir-se-a também uma discussao sobre os modelos cos-
molégicos homogéneos e em particular sobre os modelos de Bianchi diagonais da
classe A. O Capitulo 3 trata do estudo dos modelos de FLRW com matéria e com
um campo escalar. E feito o estudo qualitativo das solucoes das equagcoes para to-
dos os tipos de matéria. Discute-se a semelhanga com o caso de um campo escalar.
E feito um estudo completo sobre as condicOes necessarias para que ocorra um
periodo de inflagao e discute-se a hipdtese restritiva usualmente feita, denominada
de “slow-roll”, no estudo destes sistemas através da introducao de um potencial
do tipo duplo-poco a que esta sujeito o campo escalar. No Capitulo 4 trata-se as
teorias escalares tensoriais. Faz-se uma exposicao semelhante ao capitulo anterior
mas agora com o termo de interaccao que caracteriza este caso. Proceder-se-4
também & deducao das equacOes gerais através de um principio variacional. De
igual maneira, faz-se um estudo qualitativo das equagoes diferenciais, que agora
tém uma dimensao extra em relacao ao capitulo anterior, para o caso em que o
campo escalar esta sujeito a um potencial constante. Usa-se este caso para obter a
dindmica qualitativa das solucoes deste sistema em torno de um minimo nao degen-
erado do potencial. Para este caso, prova-se que, assimptoticamente, a relatividade
geral é um atractor das teorias escalares tensoriais. O método utilizado para obter
este resultado difere do seguido em [MNO98]. O estudo deste sistema, para valores
finitos do factor de escala, é completado com o estudo das equagoes regularizadas
no infinito. E feito um estudo sobre as condigOes necessarias para que ocorra um
periodo de inflacdo suficiente tomando também um potencial do tipo duplo-poco.
A anélise das érbitas de “slow-roll”, neste caso e no caso de RG mais um campo
escalar, constitui o nicleo do trabalho original que se apresenta nesta dissertacao.
O resultado final é o seguinte: todas as érbitas que produzem suficiente inflagao
sao orbitas de “slow-roll” durante o periodo de inflagado [CMN99]. No final faz-se
uma comparagao entre as equagoes das teorias escalares tensoriais e os modelos
de Bianchi diagonais do tipo A e utiliza-se esta analogia para provar a conjectura
do recolapso, para o modelo de FLRW de curvatura positiva, para uma escolha
particular do potencial e termo de interaccdo entre a matéria e o campo. Por fim



faz-se uma conclusao sumaéria e consideracoes sobre trabalho futuro.



Capitulo 2

Relatividade geral

A teoria da relatividade geral (RG) é em simultdneo uma teoria da gravitagao
e uma teoria da geometria do espaco-tempo que relaciona directamente o contetudo
material com a geometria. A sua credibilidade funda-se, nao sé no facto de ser uma
generalizacao da relatividade restrita, mas também nas propriedades dos modelos
que propoe para a descricao da evolucao do universo e nas previsoes que estes
modelos permitem fazer. Para além disso, constitui a base de outras teorias mais
especulativas e relevantes para a cosmologia como as teorias escalares tensoriais que
por sua vez permitem averiguar quais os limites de validade da relatividade geral
na descricao dos fenémenos naturais. Como teoria geométrica o seu objectivo é
estudar o espago-tempo (ET) curvo quadridimensional e como teoria da gravitagao
o movimento da matéria contida nele. As propriedades geométricas e dinamicas
do ET sao determinadas pela métrica

ds? = gapdz®dz” (2.1)

onde estd implicito o somatério sobre os indices repetidos 1.

Neste capitulo far-se-4 uma descricao dos fundamentos da relatividade geral e
uma deducao das equacoes gerais através de um principio variacional nos casos com
e sem matéria. Incluir-se-a também uma discussao sobre os modelos cosmoldgicos
homogéneos e as equacoes diferenciais ordindrias obtidas neste caso, em particular
sobre os modelos de Bianchi diagonais. Apesar de estes resultados serem bem
conhecidos [MTW73] sdo a base da formulacdo das teorias escalares tensoriais
feita no capitulo quarto e por isso serao incluidos aqui.

Os fundamentos da teoria da relatividade geral sao [D’195]:

1. O principio de equivaléncia que afirma que se pode eliminar, pelo menos
localmente, os efeitos da gravidade num referencial em queda livre. O enun-
ciado deste principio é: existe uma transformacao de coordenadas que leva

1Os ndices gregos séo a, 3,... =0, 1,2, 3 e os indices latinos a,b, ... = 1,2, 3.



a forma quadratica (2.1), localmente, a

g11 = 922 =933 = —goo =1
9w = 0, W FE v

Este sistema de coordenadas local, em que o campo gravitico foi localmente
anulado, corresponde a um referencial em queda livre.

Afirma também que nao é possivel distinguir um campo gravitico de um
campo inercial (aceleragao uniforme) e que se devem considerar as forgas
graviticas como forcas de inércia.

2. Seguindo a relatividade restrita assume-se que particulas materiais descrevem
geodésicas tipo tempo e que a luz descreve geodésicas nulas. As forcas in-
erciais aparecem nas equagoes das geodésicas como conexoes métricas de
espagos de curvatura nula. Para se incluir o efeito extra da gravitagdo nas
conexoes métricas, ja que devem ser consideradas como forgas inerciais, as
conexoes deverao corresponder a espacos de curvatura nao necessariamente
nula. As geodésicas sao solucao da equagao

d*x° , dzt dz”

- 2.2
ds? + ds ds 0 (2:2)

onde I'),, sdo as conexoes métricas. Estas quantidades sao um nao-tensor

definido por
1 09o 0o 09y
s = —g“"( 9o 4 o OGx > (2.3)

2 ox? oz 0z°
e . ,q. . . T )
que ¢ simétrica nos indices inferiores I’y =T, .

3. As componentes da métrica desempenham o papel de potenciais na teoria
e as equacgoOes finais deverao ter a mesma forma para qualquer referencial
escolhido.

4. Os efeitos do campo gravitico reflectem-se nas 6rbitas descritas por particulas
materiais. Este efeito manifesta-se nas geodésicas tipo tempo que se alteram,
em relacao ao caso do espaco plano, e cuja deformagcao é descrita pelo tensor
de Riemann através da equacao de desvio geodésico.

E também necessario introduzir alguns conceitos e definigdes que serao uteis
no capitulos seguintes. O que se segue faz parte do formalismo matematico que
suporta a teoria e é aplicavel a qualquer espaco curvo de dimensao arbitraria.

1. O tensor de Riemann é um tensor que envolve derivadas parciais de segunda
ordem da métrica e é igual a

or? or)
A po v A A
R, = o~ o T oI, —I,rs, (2.4)



Tem 4* = 256 componentes. Da definicao de R;}M obtém-se as simetrias

Rﬁua = _R;);m/
Ry, + Ry, + Ry = 0. (2.5)

Por outro lado baixando o primeiro indice de (2.4) fica-se com
Ryuvpor = 9up R e = 96T 00 + To5Tpap — 94T, 5 + T8 hao  (2.6)

e substituindo as expressoes para as conexdes métricas (2.3) vem

1
Ryvps = 5(9;107”0 = Guoup — Jupwo + Gupuo) + Lpppl’ 5(, - ﬁ;wrgp
o que d&a a simetrias suplementares
R;uxpa = _Ruupa
Ruupa = Rpauu = Ro’pyu-

Devido a todas estas simetrias s6 20 das 254 componentes do tensor de
Riemann sao independentes.

E condigao necessdria e suficiente para que a métrica seja plana que o tensor
de Riemann seja nulo [Dir75].

2. A derivada covariante ? de um tensor contravariante X* é dada por

oXH
— 1%
V)\XM — W +P)\VXV
enquanto para um tensor covariante X, se tem
aXﬂ v
V)\X == W - FMAXV‘

Com esta definicao facilmente se vé que a derivada covariante da métrica é
nula, i. e., Vg = 0.

3. O comutador de dois vectores X e Y é dado por

(X, Y], = X*,Y, — V"9, X,. (2.7)

Dado um vector X, a derivada de Lie de um tensor contravariante Y¢ é
definida por

LxY® =[X,Y]* = XPo5y* - YPgs X
e de um tensor covariante Y,

LxYy = XP05Y, + Y30, X".

%K usual denotar-se a derivada covariante por V() = ();A e a derivada usual por gjcj() =

MQ) =0
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4. O tensor de Riemann verifica a identidade de Bianchi

VR, + VR, + VR

upo nuoT urp (2'8)

A contracgdo de dois dos indices para os quais o tensor de Riemann é anti-
simétrico é nula. Caso contréario, da contraccao de dois indices obtém-se o
tensor de Ricci (a menos de um sinal)

— pP
Ry = R,

Se contrairmos a identidade R, 0 = R0 com gH* obtém-se

9"’ Ruvps = R, = RY

Vo opuy

que é equivalente ao tensor de Ricci ser simétrico, R,, = R,.

5. R = RP, ¢ o escalar de curvatura e ¢ definido de tal maneira que a curvatura
de uma esfera tridimensional seja positiva. A identidade de Bianchi para o
tensor de Riemann (2.8) tem 5 indices livres. Da dupla contraccao 7, « e p,
p, esta ultima obtida multiplicando (2.8) por g"”, obtém-se a relacao de um
s6 indice livre

W (VeRS,, + VRS, + VR, ) =
e como V,g'’ =0
Va (gupRupa) +Vp (gupR;woc) + Vo (gupRuap) =0

e de g’ R}, = —RY, g"’ RS, = — R e gh R}, = R obtém-se

1
VoS~ VoR =0.

Elevando o indice inferior livre obtém-se

Va (Raﬁ - %go‘ﬁR> =

que ¢ a identidade de Bianchi para o tensor de Ricci.

A expressao explicita para o tensor de Ricci é

A A

Ry =T, 5 FW\ B R, — DN R (2.9)
O tensor de Ricci é simétrico, no entanto, da sua expressao explicita, nao é
Obvio que isto seja verdade, especialmente para o segundo termo da expressao
(2.9). Se —g = | det(g,w)| vem

1
Iy, = gAMFAW = 59/\M(9/\V7u + Dvuw = Guv)
L
= 59 Hg)\u,u
1 1 _
= S, =59 9.

2 2
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ou

logo
o 1
Fua,u = ) ln(—g)w, = —ln(—g),y“.

2.1 As equacoes de campo para a gravitacao

Einstein propos que no vazio, ou seja na auséncia de matéria, a lei de gravitacao
fosse

Ry, = 0. (2.10)

O espago plano satisfaz a equagao (2.10). As suas geodésicas sao linhas rectas.
Quando o espaco nao é plano as equagoes de Einstein determinam o valor da
curvatura.

A primeira vista as equagoes de Einstein (2.10) nao tém qualquer semelhanca
com as equacoes de Newton para a gravitacao. No entanto é possivel fazer uma
analogia entre as duas teorias se se considerar as componentes da métrica g,
como potenciais que descrevem o campo gravitico. Existem 10 campos em vez
do tinico campo da teoria de Newton. Estes campos determinam a geometria do
espaco-tempo.

As equagodes de Einstein para o vazio (2.10) implicam R =0 e

1
RY — —g"' R =0. (2.11)

Se se comegar com a equacao (2.11) obtém-se por contracgdo R = 0 o que implica
(2.10).

Estas equacoes sao, formalmente, equagoes as derivadas parciais de segunda
ordem nao lineares.

2.1.1 Equacoes de Einstein com matéria

Na presenca de matéria estas equagoes tém de ser modificadas. Suponha-se
que (2.11) é modificada para

1
RM — g™ R=T" (2.12)

onde T é um tensor simétrico que descreve a matéria. Da identidade de Bianchi

v, (RW ~ %g“”R) =0
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obtém-se
V., (TH) = 0. (2.13)

Assim qualquer tensor T que descreva a matéria tem que satisfazer a condicao
anterior, caso contrério a relagao (2.12) nao seria auto-consistente.
As equagoes (2.12) aparecem frequentemente escritas na literatura na forma
RMY — 1g"”R = %TW (2.14)
2 2
onde G ¢é a constante de gravitagao universal e ¢ a velocidade da luz. Daqui para
frente faz-se ¢ = G = 1, no entanto, sempre que for necessario, estas constantes
serao repostas nas equagcoes sem comentarios.
De entre as varias decomposigoes possiveis, puramente algébricas, para o tensor
energia-momento existe uma, em particular, com grande relevancia fisica que tem
a forma

Taﬁ = PUVp + qalg + Vadp +p(9aﬁ + Uavﬁ) + Haﬁ (2'15)

onde v, é a velocidade da matéria, p = Taﬁvavﬁ ¢é a densidade de massa-energia,
3p = Tag(gaﬁ + v*P ) é a pressao e as quantidades g, e Il,g, que correspondem
respectivamente a fluxos de energia e a tensoes anisotrépicas, obedecem a

qav® =0, Haﬁvﬁ =0, IL,* =0, Hap = Hga.

Esta decomposicao permite separar o tensor (2.15) em quantidades que sao parale-

las e ortogonais a v, porque se v*v, = —1 entao (gaﬁ + vavﬁ)va = 0. Na maioria
das aplicagoes considera-se apenas o caso do fluido perfeito para o qual se tem
o = 0, IIug = 0 e v,v* = —1. Assim tensor energia-momento para um fluido

perfeito é

Tog = pvavg + p(gas + Vavs)- (2.16)

Considera-se também a equagao de estado

p=(O—1p (2.17)

com 7 constante e 0 < v < 2 que generaliza a equacao de estado classica de um
fluido perfeito. Note-se que para v < 1 se tem p < 0.

A introducdo de um campo escalar, ¢, na relatividade geral é feita através do
tensor energia-momento para o campo escalar

1
Taﬁ = va(ﬁvﬁ(ﬁ - §V'y¢v,y¢ + V((b) . (2'18)

Se V¢ for um vector tipo tempo pode definir-se um vector velocidade por

Vad

NaZ G

Vo = (2.19)
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uma densidade de energia

1
po = 5 VA0V 76+ V(©) (2.20)
€ uma pressao
1
Ps = 5VA0V 7o — V(9), (2:21)
onde T;,3 fica com a forma de um fluido perfeito com g, = 0, I3 = 0 e v, 0" = —1.

1
Definindo o tensor de Einstein G* = R* — 3 9P R as equacdes (2.14) ficam

G = §nTH .

O tensor T"” com este coeficiente pode ser interpretado como uma densidade-
fluxo de energia-momento. TH? é a densidade de energia e TH#* o fluxo. Num
espago plano as equagdes (2.13) ficam

8,(T") = 0

que contém as equacoes do movimento de um fluido relativista e que expressam a

conservacao de massa-energia. Logo, em ultima andlise, as equagdes (2.13) justifi-

cam o uso das relagoes (2.12) como as equagoes do campo gravitico com matéria ja

que 0, num espago plano se generaliza naturalmente para V, num espago curvo.
E ainda possivel escrever as equacoes (2.14) na forma

1
RE =87 <T,ﬁ‘ — 565T> (2.22)
pois R = —8nT.

Uma maneira alternativa de obter as equagoes (2.14) é a de recorrer a um
principio variacional.

2.1.2 Principio variacional

Vai tratar-se em primeiro lugar do principio variacional para o espago vazio.
Considere-se o funcional, usualmente designado por funcional de Einstein-
Hilbert [Dir75],

I= / Ry/—gd*z (2.23)

e tomem-se pequenas variacoes dg,, na métrica g,,, mantendo g, e as suas
primeiras derivadas constantes na fronteira. Vai-se mostrar que de 61 = 0 para
variacoes arbitrdrias dg,, se obtém as equacoes de Einstein para o vazio.
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Da definicao de Ry, (2.9) tem-se
R=¢"R,, =R - L,
onde

R = g,ul/ (FO’ _1° )

uv,o po,v

L = g™ (ngrgp—rfwrgp). (2.24)

O funcional I (2.23) contém derivadas de segunda ordem de g,,, nos termos de
R*. E fécil ver que

RV=g= — (9"T],v=9),+ (¢ T.vV=9),
+ (9""V=9),Th = (9""V=9) ,T7w- (2.25)

Os dois primeiros termos sao derivadas totais que nao contribuem para 61 porque
as variacoes dg,, sao nulas na fronteira. Mantém-se entao os dois 1ltimos termos.
Com as relagoes auxiliares

gf)éﬁ = _gaugﬁyguu,a
Fuua‘i‘ruua = YGuo

1
-1
g 9v = 2—7=V—g
V=gV
V=9 = V=g, (2.26)
e ainda
(9"V/=9) , = (=0T, = #"“Ttiy +9"T05) V=5
que por contraccao de o e v da
(9""vV=9) , = —9""Th,vV=9,
os dois dltimos termos ficam de (2.25) ficam
—g"Th T% /=g + (29”51“’50 - g“”rfjﬁ) T9,v/—g = 2Ly/—g.

Assim, (2.23) fica

I= /L\/—_gd4x (2.27)

onde L s6 contém termos com g, e as suas primeiras derivadas (¢ uma funcao
homogénea de segundo graus nestas derivadas).

Seja L = L\/—g. Tome-se L, a menos de uma constante multiplicativa, como
a densidade de accao para o campo gravitico. Nao é uma densidade escalar, mas
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¢é mais conveniente usa-la do que R /—g, que é uma densidade escalar, porque £
nao contém derivadas de segunda ordem.
Varie-se entao £. Para o primeiro termo obtém-se

6 (T8 T250" V=9) = T30 (9"'V=0.0) = Tasd" V=90 (9"'vV=3),
Ty g8 (9 V=9)

e para o segundo

0 <Pﬁ Fuﬁgwx/—_g)

2 (8T ) 239" V=3 + ThaT0 (6 vV=9)
26 (109" V=) — Thal568 (4""V9)
Usando (2.26) vem
5 (FB Fyﬁgﬂy\/—_g> — 5 (g”ﬁ\/—_g’a) — T8, T%5 (6 V=g)
Substituindo na expressao de 6L
0L =158 (9" V=9) , — 150 (¢*"V=9),,
+ (TfaTss - rgﬁr;;) 5 ("' v=9) . (2.28)
Os dois primeiros termos de (2.28) diferem de uma derivada total pelos termos
T (9"V=9) +T705,0 (9" V=) -
Portanto, usando (2.9),

5 =46 / Ld'z = / R0 (g"/—g) d'z. (2.29)
Com 6gM¥ arbitréarios 6 (g"”\/—g) também sdo arbitrarios, logo a condi¢ao 61 =0
dd as equacgoes de E para o vazio na forma R,, = 0. Por outro lado 6g"” =
—9"*g"%8gap ¢ 6v/=g = 53/ =99°"0gas logo
4 14 1 74
5 (9""V=g) = - (g““g b-9" g‘”) V=969as-
A equagao (2.29) fica

oI = —/ (Raﬁ - %gO‘BR> V=90gapdz. (2.30)

De 01 = 0 obtém-se entao as equagoes de E para o vazio na forma

R — %gO‘BR =0.
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Na presenga de matéria é necessdrio acrescentar um termo com a forma I,, =
Lo/ — gd4x a accao (2.23), onde L,, é o lagrangeano dos campos materiais. Se

se denotar por I, a a accao puramente geométrica (2.23) o principio de estacionar-
iedade fica

§(Iy+ In) =0

e procedendo como anteriormente facilmente se obtém a equacgao

1 1 1 0L
— |R™ — Zg"R) — — "1 —,
8 < 29 > \/__gag;w

Comparando com (2.14) vé-se que o tensor energia-momento T*" deriva direc-
tamente do lagrangeano dos campos materiais L, e que tem a forma

1 Ly,
V=4 aguu .

Por exemplo, a formulacao da relatividade geral para o vazio com um campo
escalar é feita a través da accao

ny

(2.31)

1= [ dlov=g{R-,6v76 - 2V (0)) (2.32)

onde ¢ é o campo escalar e V(¢) uma funcao de ¢.
As equagoes gerais obtém-se de (2.32) por variacao de go3 € ¢. A variagao de
gap dé, com (2.30),

G = g7 BWWW +V(¢)| — VadV 3. (2.33)

A variacdo de ¢ d4, directamente, a equacao de movimento para o campo

O¢ + V'(¢) = 0. (2.34)

2.1.3 A constante cosmoldgica

Einstein considerou a seguinte generalizacao das equagoes da RG para o vazio,
R, = —Agu (2.35)

onde A é uma constante. Esta constante tem um valor muito pequeno porque a
ordem de grandeza das correcgoes relativistas as érbitas newtonianas do sistema
solar forcam A < 1. Como R, contém derivadas de segunda ordem da métrica
Guv, A tem dimensoes de (distancia) 2. Assim s6 para escalas maiores ou iguais
que esta distancia é que os seus efeitos se tornam relevantes. Portanto este termo
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extra é importante para teorias cosmoldgicas [Wei89] [EBLT99] [PT98]. Para se
obter esta extensao das equacgoes de E a partir de um principio variacional basta
adicionar a ac¢ao o termo extra

Iy = K/ V—gd*z
& accdo, onde K é uma constante a determinar. Assim
1
oIy = K/ §gﬂyégum/—gd4x.

O principio de estacionariedade

1) (Ig + IA) =0
da
1 1
(167) " <RW - 59“”R> ~ 5K = 0.

Da equagao (2.35) obtém-se

R=—4A
logo

1 v

R;w - 59“ R= Ag,ul/- (236)

A equagao (2.36) concorda com (2.35) desde que

K=
8

2.2 Modelos cosmologicos homogéneos

Um dos métodos bésicos para se obter solucoes da RG consiste na andlise de
solucoes que sao invariantes relativamente a um conjunto particular de transfor-
magoes de coordenadas. Estas solugoes possuem simetrias profundas e sdo as mais
simples e também as mais naturais em astrofisica e cosmologia. Duas das restrigoes
habituais sao as hipéteses de homogeneidade espacial e isotropia.

A hipétese da homogeneidade espacial significa que as propriedades métricas
sao as mesmas em todos os pontos do espaco. Esta hipdtese permite reduzir as
equacoes de E a equacoOes diferenciais ordindrias. A hipdtese da isotropia significa
que as propriedades métricas sao as mesmas em todos as direccoes do espaco.
Esta hipétese permite reduzir drasticamente o nimero de graus de liberdade das
equacoes.
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A definicao exacta destas simetrias estd ligada ao estudo do conjunto de trans-
formacoes de coordenadas que deixam a métrica invariante. O problema geral
de, dada uma métrica, encontrar as transformagoes que a deixam invariante nao
é trivial. O reciproco deste problema, construir uma métrica com determinadas
simetrias, é mais facil de resolver. A cada simetria estd usualmente associada uma
hipétese fisica bem determinada.

2.3 Propriedades gerais

Os modelos cosmoldgicos homogéneos sao definidos como espagos-tempos cuja
métrica obedece as equacoes de Einstein e que sao invariantes para uma algebra de
Lie real, L, tridimensional. A classificacao destes modelos reduz-se & classificacao
das algebras L. Os elementos de L actuam somente na parte espacial da métrica.
Sobre os detalhes mais técnicos deste assunto consultar [Mac79]. Daqui para a
frente considerar-se-ao apenas estes modelos.

Para se perceber, em geral, qual a relacao entre as algebras L e as simetrias
de uma métrica espacialmente homogénea considere-se um campo de vectores X
e uma transformagao de coordenadas & — ' = % +eX%(z) onde 0 < € < 1.
A aplicacao linear associada é igual a

ag =05 +edg X (2.37)

Como a métrica se transforma como go5(z) = agagg’vé(x’ ) substituindo (2.37)
mantendo os termos de primeira ordem em ¢ obtém-se

905(2) = 9o (@) + 2 (90505 X" + 93500 X® + X7By00) + O(e?).

Portanto, para a métrica ser invariante face a transformacao (2.37), basta que a
derivada de Lie, Lxgag, seja nula, i. e.,

Lxgas = 9as05X° + 95500 X’ + X 0p0us
VsXo + VaXg =0, (2.38)

Dé-se o nome de isometria a transformacao linear (2.37) que verifica (2.38). Ao
vector X associado dé-se o nome de vector de Killing.

No caso dos modelos espacialmente homogéneos é possivel separar na métrica
a dependéncia temporal da espacial. Em cada hipersuperficie espacial a evolugao
temporal da métrica em cada ponto é a mesma o que permite folhear o espaco-
tempo em superficies sincronas. Este facto obriga as componentes mistas da
métrica, com indices temporais e espaciais, a serem nulas. E possivel caracterizar
as simetrias da métrica através de trés campos de vectores de Killing X1, X5 e X3
com componente temporal nula e que sao os geradores da algebra de Lie com o co-
mutador (2.7). Fica assim feita a separagao de coordenadas pretendida e definida
a classe das algebras de Lie L.

Por definicao de algebra de Lie tém-se as seguintes propriedades:
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1.
[Xa, Xb] = - [Xb, Xa] . (239)
2.
[Xa X] = C5 X, (2.40)
onde as constantes ('S, = —Cj sao anti-simétricas nos indices inferiores.

3. O comutador é bi-linear como fungao dos seus argumentos.

4. Vale a identidade de Jacobi

[[Xtu Xb] aXc] + [[Xb7XC] 7Xa] + HXCvXa] 7Xb] =0. (2'41)

Substituindo (2.40) na identidade de Jacobi (2.41) obtém-se

ol 0L+ Ch 0%+ 0,00 = 0. (2.42)

Usando os vectores X7, Xo e X3 como uma base dos vectores tangentes a cada
hipersuperficie em cada ponto a métrica pode ser escrita como

ds? = —dt* 4 gup(t)dXdX"° (2.43)

onde X® é a base dual da base X,. Da mesma maneira, todas as quantidades
passam a ser escritas apenas como funcao do tempo ja que a dependéncia espacial
ficou incluida nos vectores da base. Assim as propriedades destes modelos sdo com-
pletamente descritas pelas algebras de Lie correspondentes através das constantes
de estrutura.

As conexodes métricas escrevem-se [Mac79] a custa da métrica (2.43) e das con-
stantes de estrutura (2.40) o que permite calcular todas as quantidades relevantes
para o estudo destes modelos, a saber, o tensor de Riemann e as suas contracgoes.

2.3.1 Classificagcao de Bianchi

A classificagdo das dlgebras de Lie tridimensionais foi feita por Bianchi em 1897
e induz uma classificacao para os modelos cosmolégicos espacialmente homogéneos.
Como as constantes de estrutura sao anti-simétricas nos indices inferiores podem
ser escritas na forma C, = eabaC%, onde eq4p. = ¢ (€123 = 1) é o simbolo
completamente anti-simétrico.

As condigoes de Jacobi (2.42) s@o as unicas condigoes as quais tém que satisfaz-
er as constantes de estrutura. Entre as varias combinagoes admissiveis, existem,
porém, condigoes equivalentes em que a diferenca é devida exclusivamente a trans-
formagoes de semelhancga nos vectores X,. Assim a classificacdo destes modelos
reduz-se a determinacao de todas as combinacoes nao equivalentes das constantes
de estrutura.
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Bianchi m mnyp ng n3 Curvatura constante

I 0 O 0 0 =0

11 0 1 0 0 —_—

Vi o 1 -1 0 —
VI 0 1 1 0 =0

VIII 0 1 1 -1 _—
IX 0 1 1 1 >0

111 1 1 -1 0 —

1A% 1 1 0 0 —
\%4 1 0 0 0 <0

Vi(m#1) m 1 -1 0 —
VII m 1 1 0 <0

Tabela 2.1: Classificacao de Bianchi para os modelos cosmoldgicos espacialmente ho-
mogéneos. Inclui-se, na tltima coluna, o modelo de curvatura constante incluido em cada
classe.

Para este efeito decompde-se o tensor C% nas suas partes simétrica e anti-

1 1
simétrica C% = n%® 4+ c%°m, com n® = §(C“b + C%) e ¢em, = §(C“b — Ch).
A introducao destas igualdades na identidade de Jacobi (2.42) d4
n®my, = 0. (2.44)

Reduzindo n® & sua forma diagonal a igualdade (2.44) fica nymq +naomg+mnsms =
0. E sem perda de generalidade para a classificagdo pode supor-se que m; =
(0,0,m) o que reduz a igualdade anterior a ngm = 0, i. e., uma das quantidades,
ng ou m, tem que ser nula.

As relacoes de comutacgao ficam agora

(X1, Xo] = X3ng , [Xo2, X3] = Xin1 — Xom , [X3,X1] = Xong + Xym.

Pelas propriedades das transformacoes lineares dos campos X, todas as algebras de
Lie tri-dimensionais reduzem-se a nove tipos e, portanto, os modelos homogéneos
dividem-se naturalmente em duas classes (ver Tabela (2.1)): a classe A (m = 0,
parte de cima da tabela) e a classe B (m # 0,n3 = 0, parte de baixo da tabela).
Na ltima coluna indica-se qual o modelo de curvatura constante incluido na classe
de Bianchi respectiva.

O tensor de Ricci das hipersuperficies tridimensionais, P, pode ser escrito
[Mac79] em termos de n® e m, como

d _c d c c c
Py = €cganym® + €capny, m®  + 205 Moy — Nelgp

1
— ab <2mcmc + Mg — §(n§)2> . (2.45)
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O escalar de curvatura é igual a

1
P = Pug® = —6mem® — negn® + E(ng)Q (2.46)
Os modelos de curvatura constante sao caracterizados por tensor de Ricci tridi-
k k
mensional Py, = 2-—5gap € curvatura P = 6—, onde k é uma constante arbitraria
a a

e a o factor de escala global definido por a3 = \/det(ga).

2.4 Equacoes de Einstein para os modelos cosmolégicos
homogéneos

O tensor de Ricci Ry escreve-se a custa da métrica (2.43), gup(t), das suas
derivadas de primeira ordem em ordem ao tempo, gus(t), das de segunda ordem,
Jab(t), e das constantes de estrutura n® e m,, através do tensor curvatura tridi-
mensional Py, (2.45).

. a .
Define-se o tensor o4, = ap — 25 Jab, que é um tensor com trago nulo o€, =0,

denominado tensor de “shear”, dado que mede a evolucao temporal do afastamento
das componentes da métrica em relagao ao caso isotropico. De facto se o = 0
entdo a métrica escreve-se g, = a® (a menos de uma constante aditiva). Com esta
notagao as equacgoes de E, na forma (2.14), com o tensor de energia-momento de
fluido perfeito (2.16), ficam 3

a2 1 . 1
3@ — §O'ab0' + §P = A —|— p (247)
. a 1
Ogb + 350'@ + Py — ggabP = 0 (2.48)
com a restricao
€apen 0’ o — 30,%a, = 0. (2.49)

A equagao (2.47) é a equagao Goy = Tpo e (2.48) é a parte de trago nulo de
Gap = Tap- A equacao (2.49) é Ry, = 0.
Derivando (2.47) e usando (2.48) obtém-se

.. 3
3% _ A — g yote — PP (2.50)
a 2
que é a equagdo R = —T As identidades de Bianchi para o tensor de curvatura
tri-dimensional sao
1
€aben PP, — 3 (Pab - ngab> my = 0. (2.51)

30nde se retirou o factor 8= por comodidade de escrita.
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Repare-se que uma classe de modelos muito mais simples seria aquela com
oawp = 0, que é compativel com (2.49). Esta classe de modelos com a hipétese
adicional de curvatura constante constitui a classe dos modelos de FLRW.

Note-se que a forma anterior das equagbes (2.47), (2.48) e (2.50) oculta a
dependéncia funcional de cada um dos termos que as compoem. O tensor o,y ¢
uma funcéo de g, de gqp € do factor de escala global a enquanto o tensor de
curvatura tridimensional s6 depende de gq. De facto a equagao (2.48) nao é a
equacao do “shear”, propriamente dita, mas uma equagao de segunda ordem nas
componentes da métrica.

Estas equacoes mostram que as equagoes de E para os modelos homogéneos
com o tensor energia-momento de fluido perfeito formam um sistema de equacoes
diferenciais de dimensao doze com uma equagao de estado p = p(p) que tem nec-
essariamente que ser fornecida. Note-se que a equagao (2.50) nao é independente
das equagbes (2.47) e (2.48).

O comportamento assimptético destes modelos para o caso de constante cos-
molégica nula, A = 0, e para o vazio é mais complicado de estudar. Todos os
modelos de Bianchi tém um comportamento de expansao excepto o modelo de
Bianchi tipo IX. O estudo deste modelo levou a formulacao da conjectura do
recolapso confirmada [LW89] por R. Wald, e Xue-feng Lin, em 1989. Este mod-
elo recolapsa apéds ter atingido um instante de expansdo maxima. Este tipo de
comportamento ocorre, em particular, no modelo de curvatura positiva de FLRW.

E possivel escrever as equacdes (2.47) e (2.48) de uma maneira muito mais
simples que as tornam muito apelativas e semelhantes aquelas que descrevem a
dinamica dos campos nas teorias escalares tensoriais] WE97] [Wal83]. Como exem-
plo vai considerar-se apenas o caso dos modelos de Bianchi da classe A diagonais.
Apesar de ser possivel extender esta andlise aos restantes modelos da classe B isso
nao serd feito aqui e remete-se por isso para a referéncia [RS75]. Como o, é igual
a

oy = a2 [@] . (2.52)

. yys . ~ ~ Gab
Definindo uma nova métrica através da transformacao conforme g,, = == e uma
a

dt
nova coordenada independente 7 por il a?, vem
T
dfab -
Oap = d—; =3\ (2.53)
A equagao (2.48) para o “shear” fica
~11 a ¥
Gab + 3 Jap + Vap =0 (2.54)

onde V,, = Py, — %gabﬁ ¢ apenas uma funcao de g,;. Como Py =Py e P=ad?P
[Wal84] tem-se
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d, c d, c c c
Vab = €cdatp"m" + €cqpng™m® 4+ 2mem©qp — nengp

1 1
+ g ab(ncc)2 + 2 <nacncb - géabncdn6d> .

As equagodes (2.47) e (2.50) ficam, respectivamente,

1 a” 1, 1 55
S = gfud e P Ay (25
1 /d\ - p+3p
Y (‘2) = At (2:56)

Note-se que o tensor o4, tem a propriedade o’ =00 que significa que g;bgab =
0 que é equivalente a afirmar que det’(g,,) = 0. Claro que o mesmo se poderia ter
obtido de det(gq) = 1. Esta tltima igualdade diminui em uma unidade o nimero
de componentes independentes da métrica g,;. Note-se que no caso das solucoes
diagonais de (2.54), possiveis apenas para o caso dos modelos da classe A e para o
modelo tipo V' da classe B, ver [Bog80| [RS75], s6 duas das componentes g11, 22
e g33 sao independentes.

. - 2. 1 gn -
Definindo entao by = —\/jln gsz) e by = ———=1n <~—> as equagoes (2.47
3 (8s3) 23 \J33 (2.47)

e (2.48) para os modelos de Bianchi da classe A diagonais no vazio com constante
cosmoldgica sdo [RS75] [LW89)*

a2 1 /e g 1
- a. 10V
by +3=b+——— = 0
1+ u 1+a2 by
- a. 10V
ba +3-0b = =0 2.58
2 + L0 + 2% 30 (2.58)

onde a coordenada temporal volta a ser ¢ e o potencial V' tem a forma, para cada
modelo,

Vi(by,b2) = 0
3 L
‘/[[(bl,bQ) — Ze\}g(Q\/ibl‘i‘bQ)
1 2
Virr(by,bo) = g62\/?“
Wi (b, b2) = 262\@1)1 [cosh(2\/§b2)—1]

4As varidveis usadas nestas referéncias sio 83 = V6b1 e B = v/6ba.
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Vyrrr(by,by) = 367\/%’1 cosh(v2bs) + 264\/?)1

+ ;ezﬁbl [cosh(2v/26,) 1|
Vix(b1,b2) = —367\/%)1 cosh(\/§b2) + 264\/?’1

+ ;ezﬁbl [cosh(zﬂ@) - 1} ,

No caso do modelo de Bianchi VI existe a integral primeira bya® = 9 € no caso
do modelo de Bianchi I existem as integrais primeiras

b1a3 =C
b2a3 = C2 (259)

que se obtém directamente de (2.58), onde ¢; e co sao duas constantes. Sobre a
dinamica deste sistema de equagoes consultar [Wal83] e [WE9T].

Mais adiante voltar-se-a a analisar estas equagoes do ponto de vista da sua
semelhanca com as equacoes das teorias escalares tensoriais.



Capitulo 3

Modelos cosmolégicos e inflacao

Os modelos cosmolégicos actuais baseiam-se na ideia que o universo é essencial-
mente uniforme por toda a parte [Lyt93] [MTW73]. Na realidade as observacoes
indicam que a distribuicao de matéria no universo é relativamente homogénea a
larga escala por oposicao ao que se observa a pequenas escalas. Estas irregular-
idades a pequenas escalas correspondem a uma hierarquia de estruturas. Uma
das questoes a que a cosmologia tem de responder é o facto de o universo ser,
a larga escala, homogéneo e isotrépico. O modelo cosmolégico padrao explica a
expansao actual do universo, a abundancia relativa dos elementos leves e as ori-
gens da radiacao cosmica de fundo. Embora este modelo tenha muito sucesso nao
explica a origem da estrutura no universo e apesar da relativa homogeneidade ser
bem explicada por um periodo de inflacao suficientemente longo o processo pe-
lo qual se impGe & > 0 nao é conhecido detalhadamente. O estudo qualitativo
dos modelos de FLRW, para alem de fundamentar o modelo cosmolégico padrao,
fornece as bases para a discussdo destas ideias. Assim, neste capitulo far-se-4 o
estudo da dinamica dos modelos de FLRW com um fluido perfeito, através de um
formalismo hamiltoneano, e no fim estudar-se-4 a dinamica destes modelos com
um campo escalar. Este tltimo estudo é essencial para se compreender, em geral,
as condicOes necessarias para que ocorra um periodo de inflagao em potenciais de
tipo de duplo-poco [CMN99]. Far-se-4 uma discussao sobre inflagdo com e sem
“slow-roll”.

3.1 Modelos de FLRW

Estes modelos s@o baseados em trés propriedades fundamentais [MTW73] [D’195]:
a de homogeneidade espacial, a de isotropia e a de curvatura constante. A métrica
genérica para estes modelos pode ser escrita como

dr?

2 2 2

+ r2(dh* + sin2(9)d¢2)> (3.1)
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onde k é uma constante arbitraria. Note-se que a substituicoes & — %, r— ry/|k|

eaq — \/“m deixam a métrica (3.1) invariante o que permite normalizar o valor

da curvatura k que passa tomar os valores —1,0,+1. Estes modelos possuem
propriedades muito diferentes consoante o valor da sua curvatura.

Existem duas maneiras distintas de se obter as equagoes de E para estes mo-
delos. A primeira é usar as equagoes gerais (2.47) e (2.50) com o, = 0 e curvatura

constante P = 6—; a segunda ¢ calcular, a partir da métrica (3.1), as quantidades
a

relevantes para o seu estudo . Em ambos os casos obtém-se para o tensor de Ricci

i
Ry = —-3- 3.2
w = -3 (32
Cfa at Lk
O escalar curvatura vem
a a* ok
R=6(-4+—=+—5]). 3.4
(a * a? + a2> (34)
. . 1 ,
O tensor de Einstein G, = R, — §guyR é
a2 k
a a* ok
As equagoes de E, na forma (2.22) com constante cosmoldgica, ficam entao
a  _k
3¥+3¥—A = p (3.6)
2 . .2 k
aa +§ + _A = —p, (37)
a

onde p é a densidade de energia e p a pressao.
A identidade de Bianchi, V, T = 0, escreve-se

d 3 d 3

9 pat) +p 2 (a?) =0, (3.5)
Note-se que sé duas das trés equagoes (3.6), (3.7) e (3.8) sdo independentes ja

que derivando (3.6) em ordem ao tempo, multiplicando (3.7) por —32—2 e somando

obtém-se (3.8).
Se admitirmos a equacao de estado para a matéria
1Foi usada a biblioteca para o MapleV3 GRTii
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onde 0 < v < 2, a equagao de conservacao da energia (3.8) fica

4 (a*)
P+ mdtT =0 (3.10)
que integrando da
p= poagwaf?” (3.11)

onde pg e ag sao respectivamente a densidade de energia e o o factor de escala
no instante inicial. Note-se que as condigOes iniciais pg e ag tém que satisfazer
(3.6). E conveniente escrever W= poagw. A cada valor de v corresponde um tipo
de matéria bem determinado cujas propriedades sao descritas por (3.9). Tem-
se entdao os seguintes casos fisicamente mais relevantes: v = 4/3 corresponde a
radiagdo, v = 1 corresponde a matéria incoerente, v = 0 corresponde ao vacuo e
v = 2 a um fluido rigido.

As equagbes (3.6) e (3.7) podem ainda ser escritas de outra maneira. Derivando
a equacao (3.6) em ordem ao tempo obtém-se

ada—a*  ka
6— —6—5—=p 3.12
a a? a2a ’ (3:.12)
e de (3.10)
) a
p=-37_p (3.13)
que substituindo na primeira dd usando (3.6)
a 3y
—3—-=-A ——=1])p 3.14
-+ (F-1) (3.14)

A equacao (3.6) é a equagao de conservacao da energia para a métrica de
FLRW. Se definirmos o momento conjugado do factor de escala a como P, = 4aa
as equagoes (3.6) e (3.7) podem ser obtidas do hamiltoneano, para qualquer 7
usando (3.11),

P? 2 2
= =% +2ka — =Ad® — Spa= . 3.15
=g, t2ha = ghat = gpa (3-15)
As equacgoes do movimento ficam

. OH P,

a = = —

oP, 4a
: OH _ P? 3 —3y+2

com a restricao H(a, P,) = 0.
Redefinindo a escala de tempo por e 4GE o hamiltoneano fica

2

P, 8 8
H(a, P,) = 7“ + 8ka® — §a4A - gua*‘g"yﬂ. (3.17)



3.1. Modelos de FLRW 28

Note-se que o termo da constante cosmolégica equivale a um termo de um
fluido com 5 = 0 (é usual falar-se em energia do vacuo quando se quer referir
ao termo da constante cosmoldgica) e o termo da curvatura ao de um fluido com

Tk = 2/3.
As equagoes de E para os modelos de FLRW ficam
oH
!/

= = P

“ op, '@
0 32 8
P, = _a_H = —16ka + 3@3/& + g(—?w + 4)pa3T3 (3.18)
a

mais a restrigado hamiltoneana H(a, P,) = 0.

Os modelos de FLRW tém dois tipos de comportamentos basicos. Um com-
portamento de expansao-colapso em que o factor de escala oscila entre zero e um
valor méximo finito que sera designado por (C) e um comportamento de expansao
(E) onde o factor de escala cresce e tende para infinito quanto o tempo tende para
infinito.

0.0

V(a)

-6.0 1

-8.0r

-10.0
0.0 0.5 1.0 15 2.0

a

Figura 3.1: Gréfico do potencial V(a) para valores tipicos do pardmetro v para k = 0
(para tragar o grafico pos-se v = 0,2).

Dentro da classe de solugoes de expansao (E) do sistema com hamiltoneano
(3.17) chamam-se solugdes de inflacdo (I) aquelas que verificam @ > 0 durante
algum periodo de tempo. Note-se que da equagao (3.14) se conclui que se A =0
entao as solugoes de inflagao sao aquelas em que v < 2/3. Por outro lado se A # 0
existem solugoes de inflagdo sempre que 7 < 2/3 para um valor da constante
cosmoldgica arbitrério positivo e para v > 2/3 para A suficientemente grande
comparado com p. Assim, para A > 0 qualquer solu¢do de expansao tem d > 0
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assimptoticamente e, portanto, sdo solugoes do tipo (I). As solugoes tém no passado
dois comportamentos distintos colapso e expansao que por simplicidade se omitem
ja que se quer determinar qual o comportamento assimptoético futuro das solugoes.
Vai supor-se sempre que ag > 0.

3.1.1 Comportamento qualitativo dos modelos de FLRW

0.0

-20r

V(@)

-6.0 §

-8.0

-10.0
0.0 0.5 1.0 15 2.0

Figura 3.2: Gréfico do potencial V' (a) para valores tipicos do pardmetro v para k = —1
(para tragar o grafico pos-se v = 0,2).

A andlise qualitativa dos modelos FLRW ¢é feita simplesmente com a integral
primeira H(a, P,) = 0 que se volta a escrever

2

P 8 8
7“ + 8ka* — §a4A — g,ucf‘rwr4 =0. (3.19)

P2
Como o hamiltoneano tem energia cinética com a forma canénica —* o com-

portamento qualitativo pode ser imediatamente obtido da forma do potencial

1 1
V(a) =38 (kza2 — §a4A — g,ua?’w“l) com o estudo dos seus pontos criticos e sinal.

Vai-se sempre considerar A > 0 (o caso A = 0 sera considerado mais tarde).
Os casos dos modelos com k = —1, 0 séo faceis de estudar. Repare-se que para
4
estes valores da curvatura para qualquer valor de v < - se tem sempre V(a) <0

e que o uUnico ponto critico é a = 0. Assim dada uma condicao inicial ag positiva
as solucoes sao de expansao do tipo (I). Ver Figuras (3.1) e (3.2). Por outro lado



3.1. Modelos de FLRW 30

0.0

-0.2 ¢

——y=0
———-y=1/3

2.0

Figura 3.3: Gréfico do potencial V(a) para valores tipicos do parametro 0 < v < 2/3
para k = 1.

4
se v > — o potencial V' (a) é singular para a = 0 e tem um ponto critico positivo,
ac, com V(a.) < 0. Portanto, dada uma condigao inicial ag positiva as solugoes
sao de expansao do tipo (I).
O estudo para o caso k = 1 ¢ feito através da divisao do intervalo de variacao
de v em sub-intervalos [0,2/3[, {2/3}, 12/3,4/3[, {4/3} e ]4/3,2]. Repare-se que

para v < 3 se tem V(0) = 0 para qualquer valor de p e A. Assim tem-se os

subcasos seguintes:

Caso 1

1. Para 7 pertencente ao intervalo [0,2/3[ tem-se V' (a) < 0 se e s6 se a superior
a um determinado valor critico a.. Portanto, para condicoes iniciais ag > a.
as solucoes sao do tipo (I). Veja-se Figura (3.3).

2. Para v = 2/3 e p > 3 nao existe nenhum ponto critico para alem de a = 0
e o estudo deste caso é andlogo ao caso v < 4/3 e k # 1 (Ver Figura (3.1)
e (3.2)). Para p < 3 o potencial V(a) tem um comportamento qualitativo
semelhante ao caso k =1 e 0 <~ < 2/3. Neste ultimo caso, s6 sao acessiveis
condigoes iniciais superiores a um determinado valor do factor de escala e
portanto estas solugoes sao de expansao do tipo (I).

3. Para v pertencente ao intervalo ]2/3,4/3[ tem-se V' < 0 e V < 0 numa vizin-
hanca da origem o que torna possivel a existéncia de 6rbitas de colapso (ver
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V(a)

2.0

Figura 3.4: Gréfico do potencial V(a) para 2/3 < vy < 4/3 para k = 1.

Figura (3.4)). Nestes casos existe um valor critico da constante cosmolégica
Ac(7), que depende de 7, tal que: se A > A, tem-se V(a) < 0 logo todas
as solugoes sao de expansao do tipo (I); se A < A, existem duas regices de
condigoes iniciais acessiveis situadas uma a esquerda do maximo de V' e outra
a direita; para condigOes iniciais ag a esquerda deste maximo que verifiquem
V(ap) < 0 as solugao sao do tipo (C), para as condigdes iniciais & direita
deste méaximo que verifiquem V' (ag) < 0 as solugao sao do tipo (I).

4
4. Para~y = 30 potencial fica com a forma V (a) = 8ka?— %a‘lA— g,u com pontos

criticos a = 0 e a, = /3/2A. O comportamento qualitativo de V'(a) ¢é o da
Figura (3.5). Existe um valor critico da constante cosmoldgica A. = 9/4pu
para o qual se tem V(a.) = 0. Assim para 0 < A < A e se ap < a. as
solugbes sao do tipo (C) e se ag > a. do tipo (I). Por outro lado se A > A,
entao, dada uma condigao inicial tal que V' (ag) < 0, as solugoes sao do tipo

(D).

Caso 11

Para valores de -y no intervalo |4/3, 2] o potencial V' (a) tem apenas um ponto
critico a. > 0. Tem-se dois comportamentos distintos consoante os valores
da constantes A e p. Se V(a.) > 0 entdo dada uma condigao inicial ag < a,
as solugoes sao do tipo (C) e dada uma condigao inicial ag > a. as solugoes
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Figura 3.5: Gréfico do potencial V(a) para valores tipicos do pardmetro v = 4/3 para
k=1.

sao do tipo (I). Ver Figura (3.6). Se V(a.) < 0 todas as solugbes sao do tipo
(I) por analogia com o caso k # 1 e v > 4/3.

3.1.2 O atractor de de Sitter

O atractor de de Sitter define-se como sendo a solugao de inflagio em que
a/a = cte, i.e., o factor de escala tem um comportamento exponencial. Embora
a funcao a(t) desta forma sé seja solugdo das equagoes (3.18) para k = p = 0
faz sentido esta designagao porque, como se verd, as solugoes no caso geral tem,
assimptoticamente, esta forma analitica. Este tipo de comportamento do factor
de escala ¢ essencial para a resolugao dos vérios problemas cosmoldgicos [Gut81]

e por isso sera tratado aqui.

Pelo que foi visto atrds o comportamento para a — +o0o é permitido para todos
os valores de v. O estudo de a — +o0o faz-se partindo das equagoes do movimento

(3.18) com a mudanca de varidvel b = —, definindo v = P,b? e rescalando o tempo
a

d bd
de acordo com pTami (a escala de tempo volta a ser a original). Fica-se entao
com
. 1
b ——vb
4
1, 9 8 8 3
v = —=v°—8kb —|—§A+§(—37+4),ub g (3.20)
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=20 r
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Figura 3.6: Gréfico do potencial V(a) para valores tipicos do pardmetro v = 2 para
k=1)
e a integral primeira h = Hb*
1 8 8
h = -v? +8kb* — A — —ub* = 0. 3.21
U7+ 3A - gu (3.21)

Para b = 0 as equagoes (3.20) reduzem-se a

b = 0
) = —= A 3.22
) 5Y + 3 (3.22)
1 2 8 . . . .
e (3.21) reduz-se a 51) — §A = 0 o que implica que assimptoticamente v pode
4 4 .
tomar apenas um dos valores v = §A e v = — §A. E facil ver que estes

valores correspondem aos pontos de equilibrio no infinito e que b = 0 e v = vy,
b =0 e v = vy sado, respectivamente, um nodo estavel e um nodo instdvel do
sistema regularizado (3.20).

a/

a

Repare-se que v = —; = — = 4-. Logo a equagao (3.22) para © nao ¢ mais
a a a

do que (3.6) para b = 1/a = 0. Portanto a forma assimptética do factor de escala

a(t) para tempos positivos é dada pela solucao da equagao
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que é

1

a(t) = ape (3:23)

a solugao de de Sitter.
Para A = 0 tem-se, de (3.14),

a 3y
-3—=(—-1])p.
= (3-1)

Para k # 1 o potencial V (a) < 0 para qualquer ~ logo todas as solugoes sdo sempre
de expansao e de inflagdo se v < 2/3. Para k = 1 se v < 2/3 o potencial V' (a) tem
uma forma anéloga ao caso ja estudado para A #0 ek =1com 0 <~ <2/3. Se
v > 2/3 existe um valor do factor de escala a partir do qual V(a) > 0 logo, dada
uma condicao inicial menor que esse valor, todas as solugdes sao do tipo (C).

O modelo cosmolégico padrao é construido através destes tipos de comporta-
mentos, 7. e., para as duas ultimas épocas da histéria do universo supoe-se que a
dinamica do factor de escala é controlada por vérios tipos de matéria diferentes.
Inicialmente por um fluido com v = 4/3, radiacao e no fim por matéria incoerente
em que v = 1 [Lyt93] [MTW73]. O modelo padrao prevé correctamente a expansao
do universo e a existéncia da radiacao césmica de fundo. No entanto sofre de al-
gumas dificuldades enunciadas em forma de problemas: o problema do horizonte,
o problema da densidade critica e o problema das singularidades césmicas. Estes
problemas parecem ser resolvidos se se admitir que o universo, na sua evolugao,
passou durante um periodo suficientemente longo por um comportamento do tipo
de de Sitter (3.23) [Gut81], como se discute a seguir.

3.1.3 Inflacao

Quando se refere o modelo cosmolégico padrao quer-se dizer um universo em
expansao adiabatica dominado por radiagao ou matéria incoerente e descrito por
uma métrica de FLRW com constante cosmolédgica nula. A evolugdo do universo
depende da resolugdo das equagoes (3.6) e (3.10) para as quais sdo necessarias
condicOes iniciais que descrevem as condigOes fisicas do instante a partir do qual
se quer determinar uma solucdo. No entanto, este modelo assenta em condicoes
iniciais que sao muito intrigantes. Em primeiro lugar, repare-se que o modelo cos-
molodgico padrao tem uma singularidade num instante inicial, 7. e., um instante,
que se toma como o instante inicial fisico para a contagem do tempo t = 0, em
que o factor de escala ¢é igual a zero. Quando ¢t — 0 o factor de escala a — 0.
Por outro lado quando ¢ é da ordem do tempo de Planck, ou mais pequeno, as
equacgoes do modelo cosmoldgico padrao nao descrevem os fenémenos fisicos que
ocorrem nesses instantes porque existem efeitos quanticos gravitacionais relevantes
que nao sao descritos por elas. Logo, com estes factos em mente, é razoavel ad-
mitir que o cenario descrito pelo modelo cosmoldgico padrao sé seja verdadeiro
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para instantes suficientemente grandes e maiores que o tempo de Planck. Assim, a
evolucao do universo pode ser determinada a partir das solucoes das equacgoes difer-
enciais ordindrias (3.6) e (3.10) com uma escolha criteriosa de condigbes iniciais
que especificam o cendrio fisico que existiria num determinado instante.

No modelo cosmolégico padrao, o universo é tomado, inicialmente, como sendo
homogéneo e isotrépico e com a matéria composta por um gas em equilibrio térmico

com densidade pg; o valor inicial Hy da constante de Hubble, H = g, que mede
a

a taxa de expansao do universo, especifica a velocidade inicial e valor inicial do
factor de escala com a equac@o (3.6), e sdo estas as condicoes iniciais suficientes
para se obter uma solugao das equacoes (3.6) e (3.10).

O primeiro problema, denominado problema do horizonte, pode ser formula-
do da seguinte maneira: a radiacdo césmica de fundo, proveniente de todas as
direccoes do universo, tem um espectro térmico com temperaturas que diferem
apenas de uma parte em 107°. Se a esta uniformidade se adicionar a homogenei-
dade do universo a larga escala é-se levado a concluir que todas as regides do
universo se encontravam em contacto causal na época de desacoplamento e que as
interacgdoes mutuas entre estas regioes garantiriam o mesmo estado de equilibrio
para todas elas. No entanto, porque as interacgoes entre cada uma destas regioes
sao realizadas a uma velocidade menor ou igual a da luz nem todas as regioes tiver-
am tempo de interactuarem. Assim, de acordo com o modelo cosmolégico padrao
nao existe qualquer forma destas regides terem interactuado antes da época de de-
sacoplamento. Portanto, ou se admite que o universo era no seu inicio homogéneo
ou estas regides nao tém necessariamente de estar em equilibrio térmico como se
observa. Adiante se verd como a ideia de inflacdo permite resolver esta dificuldade.

Sabe-se que a densidade de energia p do universo tem um valor muito préximo
do seu valor critico. Explicar porque é que isto acontece é o problema da densidade

critica. Definindo a densidade de energia total como 2 = 3%, com A =0, é facil
ver a partir de (3.6) e (3.14) que Q obedece a equacao
O =22-39)001-9) (3.24)
a

Com o estudo qualitativo anterior dos modelos de FLRW com A = 0 é fécil
obter-se o comportamento assimptético de 2 (Tabela (3.1)). A equagao (3.24) tem
pontos de equilibrio 2 = 0, 1. Repare-se que para k = 0 se tem, ver (3.6), Q(¢) = 1.
Por outro lado para k # 0 como de (3.6) vem 1 =  — ﬁ tem-se 2 < 1 para
k=—-1e€Q >1para k = 1. Assim, a curvatura do universo é determinada pelo
valor de ). Repare-se que {2 = 1 é uma condi¢ao muito improvavel ja que para
que assimptoticamente se tenha ) = 1 é necessario que a densidade de energia
tenha um valor igual 4 densidade critica [EBLT99] [HRLG9S)].

Note-se que um periodo de suficientemente longo de inflagdo resolveria este
problema impondo €2 ~ 1 (Tabela (3.1)) porque inflacdo aplana o universo.

Apesar de o conceito de inflacdo ser generalizadamente aceite, nao existe ain-
da um cendario totalmente consistente no qual este tipo de comportamento seja
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Qp=—1 Y=o Q=1

v <2/3 1 1 1
’}/:2/3 QO 1 QO
v >2/3 0 1 +00

Tabela 3.1: Classificagao dos comportamentos assimptéticos de  para os modelos de
FLRW para os vérios tipos de curvatura e matéria sob um ramo de expanséo a/a > 0 (Qq
é uma condigao inicial).

possivel. O mecanismo pelo qual se imp6e ¢ > 0 durante um periodo suficien-
temente longo de tempo nao é conhecido de um ponto de vista fisico. A versao
mais simples é a de considerar um campo escalar ¢ [L.197], denominado inflatao,
cuja dindmica originaria as pressoes negativas necessarias para impor ¢ > 0. O
conceito de inflagao para além de fornecer uma justificacao para a relativa homo-
geneidade observada do universo, permite também, a partir a introducao de um
campo escalar, interpretar as anisotropias da radiacdo de fundo de uma maneira
muito natural. Os detalhes destes processo dependem da forma do potencial a que
estaria sujeito este campo.

Inflacao é definida como o periodo de tempo durante o qual o factor de es-

. _ 1,
cala tem um crescimento acelerado e portanto (aH) ! = = é decrescente durante

este periodo. Esta quantidade, denominada raio de Hubble, representa o limiar
da escala de influéncia causal. Por outro lado a importancia de uma determinada
perturbacao da métrica depende da relacao entre o seu comprimento de onda e
a escala caracteristica do universo (aH)~!. Assim, fenémenos cujas escalas ca-
racteristicas escalem com o factor de escala, como é o caso do comprimento de
onda das perturbagoes da métrica originadas por um campo escalar, saem deste
horizonte causal & medida que a inflacao decorre. O periodo de inflagdo acaba
quando (aH)~! comecar a aumentar e as perturbacdes podem entrar entdo no
horizonte causal. Assim, um periodo de inflacdo durante a época de radiacdo per-
mitiria “congelar” as perturbacoes de grandes comprimentos de onda, evitando a
sua dissipacao, e permitindo a sua reentrada mais tarde na época galactica, ou
pré-galactica, influenciando directamente os processos de formacao de estrutura.
A confirmacdo observacional do mecanismo descrito anteriormente pode ser en-
contrado na anisotropia da radiagdo césmica de fundo, que assinala a existéncia
da época de desacoplamento, e que pode ser relacionada com a amplitude de per-
turbagoes escalares da métrica [MFB92] [LT97].
As equagoes que descrevem a dindmica do campo ¢ sao

é + 3%&5 +V'(¢) = 0. (3.25)
A equagao de E, Ggg = Ty, fica
a? k1.
3= +3—= =-¢>+ V(o). 3.26
3 = PV () (3.26)
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ede Gy = Ty vem

N R
— st =507+ V(9) (327)

e substituindo (3.26) em (3.27) fica

2 -
a2

—3% = - V(). (3.28)

A semelhanga do caso de fluido perfeito, definido pela equagao de estado (3.9),
pode-se definir formalmente um 4(¢) funcao do tempo, ao contrario do que acon-
tecia com o caso do fluido em que v é uma constante, com a forma

#2
2
V¢ = 2= (3.29)
T +V(9)
que € o dobro da razao entre a energia cinética e a energia total do campo e onde
1 )
po=59"+V(9) (3.30)
¢ a densidade de energia e
1 '2
Py = 50" = V(%) (3.31)

a pressao. Repare-se que com estas definigoes se obtém

Po = (V¢ — 1)py- (3.32)

Note-se que sempre que V(¢) = 0 se tem v4 = 2 (fluido rigido) e sempre que
q'S =0, 74 = 0 (vacuo). A reparticao de energia entre energia potencial e cinética
fornece um processo simples de garantir uma aceleracao positiva do factor de escala
a > 0 (3.28), durante um certo periodo, ja que a equagao da dinamica do campo
(3.25) podera ter solugoes oscilatérias. A analogia formal entre a dindmica de um
campo escalar e um fluido perfeito pode ainda ser levada mais longe se se reparar
que a equacao (3.28) se pode escrever como (3.14) na forma

a N 3’}/¢
3 = ( 5 >p¢. (3.33)

Considere-se as equagoes (3.25) e (3.26). Os casos mais faceis de estudar sao
o de curvatura nula e de curvatura negativa. Repare-se que da equacao (3.26) se
conclui que para ag > 0 se tem sempre a(t) > 0 porque V(¢) > 0 e a sé se anulard
para a = +00. Logo, para estes dois casos nao se espera um comportamento muito
complicado das solugbes, ao contrario do que acontece para o caso de curvatura
positiva, porque nestes casos o factor de escala é um funcao mondétona do tempo.
Note-se ainda que o sistema de equactes diferenciais de quarta ordem definido
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pelas equagoes (3.28) e (3.25) nao contém nenhum termo com a curvatura. Como
a equagao (3.26) é uma integral primeira destas equagoes a influéncia do termo de
curvatura so se reflecte na escolha das condigoes iniciais que tém, como seria de
esperar, de verificar (3.26).

E facil ver que para o caso de curvatura nula as equacdes (3.25) e (3.26) se
desacoplam. Este é também o caso que melhor se ajusta aos dados observacionais
[P198]. Assim, como se quer estudar solugoes de expansao, 4. e., solugoes em que

a
— > 0, fica-se com
a

¢ +36\/pg + V' () =0 (3.34)

onde pg = py(¢, @) é a energia do campo ¢ definida por (3.30).

Uma escolha possivel para o potencial V(¢) é a de uma fungdo com méximos
e minimos. Os candidatos mais simples sao fungoes do tipo duplo pogo. Concre-
tamente os potenciais

Vip(d) = %(&—3)2 (3.35)

Vna(d) = A {1 + cos (;—%ﬂ (3.36)

onde A e B sao duas constantes reais positivas. Vy_, é o potencial de duplo poco
usual e V¢ um potencial com relevancia para as teorias de particulas [FFO90].
A abordagem popular é a de considerar a hipdtese ad hoc que o campo desce
lentamente o potencial aproximando-se de um dos minimos; este comportamen-
to é designado por “slow-roll” e serd a designacao usada sempre que necessario.
A hipétese de “slow-roll” pode ser descrita facilmente. Na maioria dos casos na
literatura, veja-se a titulo de exemplo [FFO90] [LM98], considera-se sempre po-
tenciais quadraticos com o coeficiente quadratico suficientemente grande para que,
com a hipdtese de “slow-roll”, se consiga satisfazer as restricbes a que um mode-
lo inflacionario tem que satisfazer. Supode-se que o campo desce o potencial com

¢—(.l <le ¢’
agd V(o)
E f4cil ver, a partir de (3.33), que se tem d@ > 0 e que o factor de escala tem
um crescimento exponencial. O perfodo de inflacio acaba quando ¢? = V(p) e
o campo oscila harmonicamente em torno do minimo. Apesar desta explicagao
estar essencialmente correcta impoe inicialmente o comportamento de “slow-roll”.
Esta hipétese é altamente restritiva ao ponto de, em particular, dar origem ao
mesmo tipo de comportamento independentemente da forma do potencial, e para
além disso, obriga a um refinamento exagerado das condigOes iniciais. Fica em
aberto, dado um potencial, a determinacao do conjunto de condigoes iniciais que
dao origem a este tipo de comportamento.

O ponto de partida para o estudo que se segue é analisar a dinamica de todas
as solucoes e determinar o conjunto de todas as condigoes iniciais que dao origem

< 1. Esta desigualdade significa simplesmente que v4 ~ 0 (3.29).



3.1. Modelos de FLRW 39

a um comportamento de “slow-roll”. Verifica-se que s6 as solu¢Ges que tém um
comportamento de “slow-roll” durante um certo periodo de tempo verificam as
restrigoes inflacionarias e que é possivel especificar as condi¢Ges iniciais sem um
refinamento exagerado. Assim, esta hipétese, usualmente considerada como essen-
cial, é consequéncia da imposicao dos dados observacionais, para os potenciais
considerados, ao modelo e nao o reciproco.

Repare-se que a equagao (3.34) é uma equagao de um oscilador nao linear, nao-
linearmente amortecido. E facil descrever qualitativamente as soluces de (3.34).
No caso do potencial de duplo poco existem trés pontos de equilibrio: uma sela
em (¢,$) = (0,0) e dois focos estaveis em (¢, ¢) = (£vB,0). As variedades
estaveis do ponto sela dividem o plano em duas regioes I e II. Um dos focos atrai
todos os pontos em I enquanto o outro atrai todos os pontos em II (ver Figura
(3.8)). Como nao existe um nenhuma sensitividade das solugoes em relagao as
condigOes iniciais, exceptuando as fronteiras das regices I e II, é possivel efectuar
um estudo numérico exaustivo no espago dos parametros e das condigoes iniciais
para encontrar as regides cujas solucoes satisfazem as restri¢oes observacionais. Do
ponto de vista qualitativo o caso do potencial Vg é idéntico ao caso do potencial
de duplo-poco pela identificacdo dos dois focos estaveis.

E usual definir-se os pardmetros de “slow-roll” [L*97]

(3.37)

(3.38)

3
Inflagdo corresponde a € < 1. Repare-se, ver (3.29,) que € = 37 O regime de

“slow-roll” ¢ definido por [L197]:
1. €(t) < 1 - que ¢ a condigao para desprezar o termo cinético em (3.34)
2. n(t) < 1 - que é a condigao para desprezar o termo de aceleracdo em (3.34)

Para resolver os problemas cosmolégicos os modelos inflacionarios tém que
satisfazer as seguintes condigoes [L197] [FFO90]

1. Suficiente inflacdo: O factor de escala tem que satisfazer

ty - t

No [T (“—f> > 60. (3.39)
t; a’(t) a;

O nimero N ¢ designado na literatura como o nimero de “e-foldings” porque

se N =In (Z—f) entao arelacao entre ay e a; pode ser escrita a custa da funcao

exponencial como ay > a;e%0 > ;10%6. Toma-se assim, daqui para a frente,
esta designagao.
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Figura 3.7: Fronteira da regido admissivel no espaco de parametros (regiao superior ao
grafico) para a restrigdo (3.39) do nimero de “e-foldings” para o duplo pogo e NB. O
limite superior nas abcissas estd em 10°.

Repare-se que neste caso o nimero de “e-foldings” é simplesmente igual a

V= [" oo (s0r6w)a = [ [3620+ viow) Pw s

Note-se ainda que — pode ser escrito, para qualquer valor da curvatura, como
a

o —%% [0 (6(0).61))] (3.41)

Apesar desta restricdo nao ser obtida directamente das observagoes ela é
essencial ja que todas as outras restricoes observacionais a tomam como
hipétese.

2. Limites para a energia do campo: (ver [L1T97] e [FFO90] e referéncias in-
cluidas) O regime de inflacdo ocorre na gama de energias entre m,, e 10_17mpl.
Isto restringe a dinamica no espaco de fase & regido 2 definida por

1073 m2, < py(8, 9) < m2. (3.42)

2Estes limites sdo admitidos para que a inflacio ocorra entre o instante de Planck e a transicio
electro-fraca [FFO90]. Para o estudo numérico faz-se my = 1.
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3. Perturbagoes escalares: (ver [L197] e [FFO90] e referéncias incluidas) As
anisotropias da radiacao césmica de fundo limitam a amplitude das flu-
tuagoes escalares § por

6<% =1,9%x107° (3.43)
onde §°% é o valor observacional.
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Figura 3.8: Orbita tipica de “slow-roll” com B = 100 e condicdes iniciais »(0) =0e
¢'(0) = 1.17334 para o potencial duplo-pogo. Para NB é andlogo.

Cré-se que a escala caracteristica destas perturbagoes se tornam maiores do que
o raio de Hubble 50 “e-foldings” antes do fim da inflagdao [Lyt93] [LT97]. Note-se
que a amplitude de perturbacoes escalares tem a forma (A.21), (ver apéndice A)
[L1T97] [MFB92],

d2

o
a?(g|
sempre que os parametros de “slow-roll” € e 1 sdo constantes no tempo. Assim

assumindo que € e 7 satisfazem a hipotese anterior é facil de ver que com a trans-
formacao da varidvel independente t — ¢’ = /At se tem

0~ (3.44)

5(A) = VA1) (3.45)
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e que de (3.40) se obtém
N(A,B) = N(1,B). (3.46)

E fécil ver, a partir de (3.41), que esta propriedade para o nimero de “e-foldings”
se mantém vélida para k = —1,1 e que é valida em geral para qualquer potencial
para o rescalamento do parametro de amplitude A.

Portanto a restrigao (3.43) pode ser satisfeita rescalando § por VA depois de
se ter determinado todos os parametros. Como (1) é determinado 50 “e-foldings”
antes do fim de inflacdo, o valor de A é determinado por VA < O(107%)/5(1).
Fica-se assim com a restricao no numero de “e-foldings” por satisfazer. Pondo
#(0) = 0 fica-se apenas com dois parametros (B, ¢'(0)). Esta imposi¢ao nao tem
grande importancia porque o parametro relevante é a energia inicial do campo que
pode ser sempre controlada pela velocidade inicial.
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Figura 3.9: Parametros de “slow-roll” ao longo de uma 6rbita (ver Figura anterior).

A restrigao (3.42) define uma regiao no espago de fase. A abordagem usual é
a de considerar condigoes iniciais com energia menor ou igual 4 energia de quebra
de simetria A. A abordagem feita aqui é a de considerar condigbes iniciais com
energias maiores ou iguais a A. Isto tem com consequéncia evitar o refinamento
exagerado dos parametros que controlam cada érbita, o pardmetro B e as con-
digoes iniciais, porque estas érbitas tém contribuicées adicionais para o niimero de
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“e-foldings” por comparacao com aquelas usualmente consideradas na literatura
[FFO90] [LM98] [LT97]. O problema fica entdo reduzido a determinar ¢'(0) no
intervalo de energias admissiveis e o valor da constante B tal que N (1, B) > 60.

Os resultados sao os da Figura (3.7). Vé-se que a restricao (3.39) ¢ satisfeita
numa grande regiao do espaco de parametros (regiao acima do grafico). Verifica-se
também que para todos estes os valores dos parametros os quantidades € e ||, assim
como as suas derivadas, sao muito menores do que 1. Portanto, a aproximacao de
“slow-roll” é valida. Na Figura (3.8) mostra-se um orbita tipica de “slow-roll” e
na Figura (3.9) o comportamento tipico dos parametros de “slow-roll” ao longo da
mesma. Note-se a particularidade desta érbita, em relagao ao que seria de esperar
de um 6rbita de ndo de “slow-roll”. Na érbita de “slow-roll” tem-se |¢| < 1
durante num grande perfodo de tempo obrigando a v4 < 2/3.

Isto mostra que nao é possivel, para estes potenciais, satisfazer as restricoes
inflacionarias sem “slow-roll”. De facto os resultados numéricos do estudo global
no espago de parametros (B, QS) mostram que as érbitas de nao “slow-roll” também
nao satisfazem a restrigao (3.39) do nimero de “e-foldings”. A ideia fundamental
que subsiste é a de que, de facto, o regime de “slow-roll” é forcado pelas restricoes
observacionais no cenario geral de potenciais que exibem quebra de simetria ou
varios extremos. Assim, dada uma condicao inicial fora do poco de potencial, para
um potencial com varios extremos, o sistema apds um regime transiente evolui
aproximando-se do poc¢o de potencial onde oscilard em torno do minimo. Este
estagio relevante é modelado por um potencial com dois extremos consecutivos,
com condigoes iniciais superiores a energia correspondente ao méaximo. Como
se pode ver na Figura (3.8), a energia do sistema decresce rapidamente devido
a0 amortecimento e o sistema aproxima-se do minimo e por fim oscila em torno
deste. Verifica-se que a contribuigdo para o niimero de “e-foldings” deste regime
oscilatério é pequena comparativamente a contribuicao do regime de aproximacao
lenta, do minimo e que o processo de dissipacao inicial rapida de energia também
néo contribui significativamente para N. Assim o tinico processo pelo qual hd um
contribuicao significativa para o nimero de “e-foldings” é através da aproximagao
lenta para o minimo que tera, necessariamente, que ser lenta para que produza o
nimero de “e-foldings” necessérios. A simulagdao numérica ilustra o comportamen-
to geral descrito anteriormente e que este é apenas consequéncia das propriedades
qualitativas do potencial e ndo da sua forma particular considerada. Assim os
resultados obtidos sao validos para potenciais com dois ou mais extremos que sao
modelados pelos potenciais (3.35) com dois extremos consecutivos. Na realidade os
potenciais com a forma particular (3.35) s6 sao considerados por estarem associa-
dos a sistemas fisicos relevantes e bem conhecidos. Também fica claro que as trés
restricoes: numero de “e-foldings”, amplitude de perturbagoes e regiao de energias
admissiveis, podem ser satisfeitas num potencial genérico, no sentido explicado
anteriormente, sem um refinamento exagerado dos parametros. A conclusao final
é: num quadro de um estdgio de inflagao finita a aproximacao de “slow-roll” é um
ponto de partida para o estudo das restrigoes de novos dados observacionais.

No que se segue far-se-a, por contraste, uma discussao, usando argumentos
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Figura 3.10: Pardmetros de “slow-roll” como fungdo de B em N = 30 para os dois
potenciais duplo-pogo e Nambu-Goldstone.

analiticos, sobre os potenciais mondétonos que dao origem a uma amplitude de per-
-2

a2
obter um comportamento inﬂacionari|(()ﬁ|para estes potenciais. A abordagem é ad-
mitir um determinado comportamento para o factor de escala a(t) e para o campo
¢(t) sem especificar o potencial V(¢) e depois integrar a equacao da dindmica do
campo para obter a forma do potencial compativel com o comportamento admitido
inicialmente para ¢(t).

Recorde-se quais as equagoes que descrevem a dindmica do campo ¢ e do factor
de escala a, para o caso k = 0, (3.25) e (3.26),

turbacgoes escalares da forma § ~ e quais as condicoes necessarias para se

b+ 3%& +V'(¢)=0 (3.47)
a1,
35 =50 +V(9). (3.48)

Com as definicoes de 4 (3.29), de densidade de energia py (3.30) e pressao pg
(3.31) é fécil ver que a equagao (3.47) é equivalente a

, a
Py + 37 —py = 0. (3.49)
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Considere-se solugdes das equagoes (3.47) e (3.48) em que se mantém constante

a razdo entre a energia cinética do campo ¢? e a energia potencial V(¢) durante
um certo perfodo de tempo. Isto é equivalente a ter, ver equacao (3.29),

Ve = cte. (3.50)

Repare-se que o estudo qualitativo do regime assimptético das equagoes (3.47) e
(3.48) foi feito na secgao (2.1.1) para v, = cte.
Assim se 4 é constante a equacgao (3.49) pode ser integrada, o que da

Py = pa (3.51)

@

onde p = p¢0a3y ¢ uma constante que depende das condicoes iniciais da densidade

de energia py e do factor de escala ayg.
Substituindo em (3.48) e integrando obtém-se

= /3 = 2
aw:@f“0¥)“%- (3.52)

Esta é a solugao para os modelos de FLRW de curvatura nula sem constante
cosmolégica com um fluido perfeito.
Suponha-se que ¢ tem um comportamento no tempo do tipo

b=ct™™. (3.53)

2 /2
Introduzindo (3.53) em (3.48) vemm =1le c = —\/; (esta constante pode tomar-
Y

se positiva sem perda de generalidade). Como, para solucoes de expansao, se tem

' 21
. (3.54)
a 3yt
a equacao (3.47) fica
12 [2/2
S—/z——-1)+V'(t)=0. 3.55
29 V 3 <7¢> ) 0 (3.55)
Integrando (3.55) vem
2 /2 /(2
V()= —1/= (- — 1> L+ Vo (3.56)
Yo V3 \ s
Assim
2 /2
(t) > In(?)
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e invertendo a relagdo anterior, o potencial fica igual a

2 [2/2
V(e)=/5 (- — 1> e~ /W32 Ly, (3.57)
Ve Yo

Note-se que a parcela V corresponde a existéncia de uma constante cosmoldgica
o que implica que assimptoticamente o factor de escala tem um comportamento
2

de de Sitter. Como, agora, se quer solucoes assimptéticas em que a(t) o 37
poe-se Vo = 0. Sobre as propriedades das solugoes deste tipo e sua importancia
ver [BB88| [Hal87] [LM85] [LS99] [Bil99].

Repare-se que o tnico parametro livre do potencial (3.57) é 4 e que os parame-
tros de “slow-roll” sao constantes no tempo

3

e=n= 5%5, (3.58)

e, neste caso, ndo ha fim de inflacdo. A amplitude de perturbacoes escalares tem
2

a forma anteriormente usada (A.21) 6 ~ % (ver apéndice A).
a

Repare-se que o factor de escala tem sempre um comportamento de expansao
e que inflacao corresponde a 74 < %

O potencial (3.57) é um exemplo para o qual as restrigoes inflacionarias podem
ser verificadas sem “slow-roll” (v4 < 1). No entanto, para este potencial, ndo ha
fim de inflagao o que o elimina como candidato plausivel para descrever a evolugao
do universo durante todo o periodo de inflagao.



Capitulo 4

Teorias escalares tensoriais

As teorias escalares tensoriais (TET) sdo uma generalizagdo natural da RG
com a particularidade de a constante de gravitacdo nao ser uma quantidade posta
a priori na teoria. O seu valor é determinado por um campo escalar que evolui
no tempo. Neste Capitulo far-se-4 uma deducao destas equagOes a partir de um
principio variacional e discutir-se-a a passagem das TET para a relatividade geral
mais um campo escalar. Considerar-se-ao, neste contexto, os modelos de FLRW
com um campo escalar. No caso em que o campo estd sujeito a um potencial
constante e que o conteido material é radiacao o estudo reduz-se, como se vera,
ao estudo dos modelos de FLRW do segundo Capitulo em RG. Mostrar-se-a que,
para o caso de radiacao e através do estudo local em torno de um minimo nao
nulo do potencial, a RG é um atractor para estas teorias e que o comportamento
assimptético do factor de escala é de de Sitter. A convergéncia para o atractor de
de Sitter é estudada através da regularizacao das equagoes no infinito. Serd feita
uma generalizagdo dos resultados do Capitulo 3 no que respeita as condigoes para
que ocorra um periodo de inflagdo para potenciais do tipo duplo-pogo. Por fim far-
se-4 uma comparacao entre as equacoes das TET e os modelos de Bianchi diagonais
do tipo A e utilizar-se-a esta analogia para provar a conjectura do recolapso, para o
modelo de FLRW de curvatura positiva, para uma escolha particular do potencial
e do termo de interaccao entre a matéria e o campo.

4.1 Equacoes das teorias escalares tensoriais

As TET sao baseadas na densidade lagrangeana

Lo =g {0 = X090 06, - 20(0) + 21, (1.0

onde ¢ é o campo escalar, w(¢) uma fungao de acoplamento e U(¢) uma fungao de
¢ e L, olagrangeano da matéria. Note-se que estas teorias tém uma “constante”
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de gravitacio ¢~ !. Um caso particular, historicamente importante, é a teoria de
Brans-Dicke que corresponde a ter w(¢) = cte [BD61].

4.1.1 Principio variacional para as teorias escalares tensoriais

Considere-se o funcional da accao para as teorias escalares tensoriais,

Itet = /ﬁtetd4x- (42)
As equacoes gerais obtém-se de (4.2) por variacao de gog e ¢. A variagao de ¢ da
w(9) op (w’(¢) 1> )
R— —— 2@ | —=—=) —0¢—2U =0. 4.3
Da variagao de g,3 obtém-se os seguintes termos [LPPT75]
0 w(‘ﬁ) « ,6’:| w(‘ﬁ) |: a 1,3 1 a .6
— = Gag® %" | = —= [ @YD" — =gagP P/ — 4.4
5ga6[¢95¢¢ ¢¢¢ 59ap® "V =g (4.4)
e
S[oRV=g] = ¢V=9G"8gas + ¢V =39""5 (Rap) (4.5)

e o tensor energia-momento da matéria

5 L/ 5] = 5V 0Tas™ (4.6)

Note-se que hé uma contribuicao adicional para a variagao da accao por com-
paracao com a derivacgao variacional das equagoes de E na RG no Capitulo 2, que
é o segundo termo de (4.5) g*?¢5(Rap).

Tem-se

97 $0(Rap) = ¢ (go‘ﬁ V=gl lg) L0 (gwx/—_gfSF §g> ) (4.7)
e assim vem
9°P$0(Rap) = g*°\/=g0,00T ] 5 — g7/ =90y $0T 4 (4.8)
a menos da derivada total
~0, [V=g6 (977077, — g™16T7,) |

que nao contribui para a variagdo da acgdao. Substituindo as relagoes auxiliares,
ver (2.26),

MEVTT = VL
("V=9), = —9"Thv=g,
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1 a
— a7 4.9

em (4.8) vem directamente

9P $5(Rag) = V=969 [-VaV ¢ + gas0g)] . (4.10)

Assim as equagoes para as teorias escalares tensoriais ficam entao

GPp=T + % (g‘”gﬁ‘S — 2go g'y‘s> S5

2
+vavﬁ¢ - gaﬁD¢ (4'11)
(§
R- %g%,aw [‘:(((f)) - ﬂ — D¢ —2U'(¢) = 0. (4.12)

4.2 Teorias escalares tensoriais como relatividade geral
e um campo escalar

E possivel escrever a densidade lagrangeana (4.1) como uma densidade la-
grangeana de relatividade geral mais um campo escalar (2.32) através da transfor-
magcao conforme

- ]
W = g 4.13
Jop e (4.13)

do O TF )

d¢ V1671¢

onde ¢* é uma constante que faz o papel da constante de gravitacao (no que se
segue faz-se ¢* = 1 e retira-se o factor 87), ¢ é um novo campo escalar relacionado
com ¢ através de (4.14) e o lagrangeano fica

£=V=3{R=0ap® +2V(0) +2Ln} (4.15)
onde V(p) = % e Ly, = gbf(r:o) e R= gb(]jo) ¢ o escalar de Ricci calculado

com a métrica gng.
Diz-se que as equacoes escritas com a métrica g,g estao escritas no referencial
de Jordan e que as escritas com g,z estao escritas no referencial de Einstein.
Repare-se que o lagrangeano da matéria no referencial de Einstein, no caso
de um fluido perfeito, inclui termos respeitantes ao fluido e ao campo escalar
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L, = f)m(p,p, ¢). Isto introduz um termo novo nas equagdes por comparagao
com a teoria da relatividade geral com um campo escalar.

A teoria da RG com um campo escalar nao envolve acoplamento entre o campo
e a matéria. Assim a passagem das TET para o referencial de Einstein, onde a
teoria se assemelha a relatividade geral, fornece uma maneira natural de introduzir
nas primeiras equacoes termos de interaccao entre a matéria e um campo.

No caso dos modelos espacialmente homogéneos, modelos de Bianchi, a trans-
formagao conforme (4.13) nao altera a estrutura das equagdes ja que para estes
casos 0 campo ¢ = ¢(t) é a apenas funcao da coordenada temporal o que permite
escrever as equagoes para os modelos de Bianchi com a mesma forma obtidas no
Capitulo 2 com a equagao adicional para o campo.

4.3 Modelos de FLRW nas teorias escalares tensoriais

Com a hipdtese de homogeneidade e isotropia as equagoes das teorias escalares
tensoriais reduzem-se aos modelos de FLRW com um termo de interaccao entre
a matéria e o campo. O termo de interaccao entre a densidade de matéria p e o
campo ¢ surge na equagao da conservacio da energia

-t
onde
M(p) = p(g(p)) 27/ (4.17)

e = poagﬂf é a quantidade de energia inicial. Como a transformacao ¢ = ¢(y)
é definida por (4.14) a forma do potencial M(y) depende da forma da fungao
w(¢). Toma-se sempre M (p) > 0. Repare-se que é este ultimo termo que destréi
a equivaléncia entre a relatividade geral e um campo escalar e as teorias escalares
tensoriais. Esta equivaléncia pode ser restabelecida se M (p) = cte.

Para v constante é possivel integrar a equagao (4.16) que da

p = pa” > M(p). (4.18)

Note-se que quando ¢ = cte a teoria escalar tensorial reduz-se a RG.
As equagoes ficam

a2 k Ly, 3
35435 = ¢ +a M) +V(p)
G320 = —a TIM(0) = V(). (4.19)

Da mesma maneira que se definiu o momento conjugado do factor de escala
como P, = 4aa nos modelos de FLRW define-se o0 momento conjugado do campo
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escalar como P, = —ga?’gb. O sistema anterior é equivalente ao sistema com
hamiltoneano
p? 3P 2 2
H="%42ka—=-—2—ZaM(p) - Za®V 4.20
8a + a 4 a3 30’ (SO) 30’ (SO) ( )
com a restricao H = 0.
Fazendo a mudanca de varidvel independente o 4aa o hamiltoneano fica

H' = 4a’H, e obtém-se

H = %3 + 8ka? — 35—5 — ga_37+4M(cp) — §a4V((p)
com as equagoes
ad = P,
P, = —16ka— 6];—*5 + g(—?w +4)a M (@) + %&V(@)
¢ = —6%
P, = ga*‘”“M/(w) + ga‘*V'(cp) (4.21)

e a restrigao H' = 0.

A dindmica deste sistema de equacoes depende dos dois potenciais M e V. O
potencial M estd directamente relacionado com a matéria e estabelece o acopla-
mento entre o campo escalar e a matéria através da escolha da fun¢ao w(¢). Pondo
1 = 0 obtém-se as equagoes para o vazio. A existéncia deste potencial torna o sis-
tema particularmente complicado de estudar. No entanto para alguns valores de
~ o sistema simplifica-se. Os casos faceis de tratar sao v = 0, %, respectivamente,
vazio e radiacao. No caso de radiacdo M (p) = p é constante.

O caso de radiagao, v = %, reduz o hamiltoneano a forma

P2 , P2 8 8
=% 4 8ka? —3—2 — —p——a'V 4.22
H= 2 +8ka” =3—5 —gpu—zaV(y) (4.22)

e equagoes do movimento (4.21) ficam

d = P,
P2 32
P = —16ka—6a—§+§a3V(cp)
P

/ — _6_80
@ "

8
P, = §a4V'(cp) (4.23)

com a restricao H = 0.
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De entre os potenciais, V(y), possiveis existe um em particular que é ficil de
tratar, o potencial constante V' (p) = A, onde A é uma constante real positiva. A
andlise deste caso vai ser 1til na descricao local do sistema completo (4.23) numa
vizinhanca dos seus pontos de equilibrio para um potencial arbitrario. A escolha
deste potencial implica Pé, = 0 e a existéncia da integral primeira P, = L onde L
é uma constante. As equagoes (4.23) reduzem-se a

d = P,

P, = —16ka— 65—5 - %a%

¢ = —6% (4.24)
com a restrigao P—a2 + 8ka? — 35—22 — §,u — §a4)\ =

O estudo qualitativo deste sistema faz-se de uma maneira semelhante aque-
la que foi feita para os modelos de FLRW. Note-se que o hamiltoneano (4.22) é,
neste caso, o hamiltoneano de uma particula material que se move num poten-
cial quértico sujeita a uma forca centripeta. PQ{epare—se que a energia cinética do

hamiltoneano (4.22) tem a forma canénica 7‘1, logo o estudo qualitativo é feito
- . , JL* 8 8,
pela anélise do potencial V' (a) = 8ka” — 3¥ —gh— 30 A=0.

O caso mais simples, L = 0, reduz-se ao estudo do modelo de FLRW para
v = 4/3. Considere-se entao o caso L # 0.

Para k = —1,0 facilmente se vé que o tnico ponto critico de V(a) é a = 0 e
que V(a) < 0. Para k = 1 o potencial V(a) tem apenas um ponto critico a. > 0.
E possivel determinar o comportamento qualitativo das solugoes para este caso
reparando que existe um valor critico de p que depende apenas de A, que se denota
por ., para o qual V(a) < 0 para p > p., logo, neste caso, todas as solugdes sao
de inflacdo. Se p < p, existem valores de A e p, e um valor critico L.(\, p) tal
que se L? < L? e agp < a. todas as solugoes sao de colapso, caso contrario todas as
solugoes sao de inflacao. O estudo qualitativo para todos os valores da curvatura
resume-se na Tabela (4.1) usando a mesma nomenclatura usada nos modelos de
FLRW para a classificagdo das suas solugoes.

O estudo do caso de vazio, v = 0, reduz-se ao caso de v = % tomando como
potencial a soma dos dois potenciais, 4. e., tomando U(p) = V(¢) + M(¢) como
potencial.

4.3.1 Estudo local para um potencial arbitrario com um minimo
nao nulo

4
Considerem-se as equagoes (4.23) para o caso de radiagao, v = 3 Faz-se o

estudo do comportamento das suas solugdes em torno de um ponto critico de V ()
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0 << pe H> fhe

k=0 Solugoes Solugoes
de expansao do tipo (I) de expansao do tipo (I)

k=-1 Solugoes Solugoes
de expansao do tipo (I) de expansao do tipo (I)

Se L? < L? e ag < a, solugdes tipo (C);

k=1 caso contrario Solugoes

solugbes de expansao do tipo (I) de expansao do tipo (I)

Tabela 4.1: Resumo do estudo qualitativo dos modelos de FLRW para diferentes valores
da curvatura para um potencial constante. Onde L? = LZ(\, i), pe = pe(N) e a. é um
ponto critico de V(a).

que seja um minimo nao nulo. O que se quer mostrar é que associado a este ponto
critico estd um atractor para o qual convergem as solugoes do sistema (4.23) para
tempos positivos (a este atractor estd associado um comportamento assimptético
do tipo RG).

Para k = —1,0 das equagoes (4.19) é facil ver que para condigdes iniciais ag > 0
que a s6 troca de sinal para a = 400, logo, para estas condic¢oes iniciais todas as
solugoes sao de expansao do tipo (I). O caso k =1 é tratado de seguida.

Para este caso os pontos de equilibrio sdo ¢.: V'(¢.) = 0, ponto critico de
V(p); a =0ea. = +/3/2V(¢). A estabilidade local do ponto critico (a., P, =
0, = ¢¢, P, = 0) é determinada pelos valores préprios da matriz da aproximacao
linear do sistema (4.21) que é igual neste ponto a

0 1 0 0
16 (—1+2a2V(ee)) 0 0 0

0 0 0 -5

0 0 2alVv’(e.) 0

A estabilidade local no plano (a, P,) é determinada pelos valores préprios

Ae = 202
Ap, = —2V2, (4.25)

a

um ponto sela, e no plano (¢, P,) pelos valores préprios

)\go - 4ac\/_vﬂ(@c)
Ap, = —4ac\/=V"(pc). (4.26)

Repare-se que se o ponto critico, . for um minimo nao degenerado do potencial
V entao V"(¢.) > 0 o que implica que os valores préprios (4.26) sdo imagindrios
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2.0

1.0

-1.0

-2.0
0.0 0.5 1.0 15

Figura 4.1: Espago de fase para v =4/3, k = 1.

puros e o ponto de equilibrio (¢, P, = 0) é um centro. No caso do ponto critico do
potencial ser um maximo o ponto de equilibrio (., P, = 0) é uma sela. Considere-
se 0 primeiro caso.

Como em torno de um minimo nao degenerado e positivo o potencial V (¢)
pode sempre ser escrito como

1
Vip) =X+ §m2s02 + O3(¢p), (4.27)

onde A > 0, os valores proprios associados sao

_ [3m?
Ao = Ay
. [3m2

O ponto critico (ac, P = 0,9 = ¢¢, P, = 0) é entao do tipo sela-centro. Note-se
que para o potencial (4.27) ¢. = 0 e para condigdes iniciais g9 = 0 a dinamica
reduz-se ao caso integravel ja estudado com V(¢) = A e P, = 0. Mais a frente se
verd que as solugoes p(t) = 0 sdo um atractor de todas as solugoes numa vizinhanga
do minimo nao nulo do potencial.

A estrutura sela-centro do ponto de equilibrio (ac, P, = 0,9, = 0, P, = 0)
permite descrever a dinamica numa vizinhanga deste ponto a partir da aproximacao
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linear. Este tipo de comportamento pode ser também encontrado no modelo de
Bianchi tipo IX com um eixo de simetria e com constante cosmoldgica nao nula
considerado em [0OSS97] cujos resultados se transpdem naturalmente para este
modelo.

Pode-se decompor o hamiltoneano (4.22), na vizinhanga do sela-centro, numa
soma de dois termos, um puramente rotacional e outro hiperbdlico.

O hamiltoneano (4.22) em torno do sela-centro ¢é igual a

p? 8

H= |5~ 16(a— ac)’| — [2APZ+3X°mPp%] + e —p)  (429)

+ 03((1 — G, SD)

9 3 . .
onde p. = 1 com ai = N Se se definir as energias para o factor de escala e

para o campo
P2
E, === 16(a - ac)? (4.30)
2, 3 9 9

Ey, =2\P; + 2 (4.31)

a equacao (4.29) fica

8
H=E, —E<p+ g(ﬂc_ﬂ) +03(a_a0a90)
e ¢ valida a expressao aproximada numa vizinhanca suficientemente pequena do
sela-centro

Ba— Byt 5 (1o — 1) =0, (4.32)
com |pue — p| < 1. Note-se que na aproximacao linear as quantidades (4.30) e
(4.31) sao integrais primeiras do movimento. No ponto critico tem-se p. = p.

Repare-se que E, > 0 porque V"(p.) > 0 e estd associado ao movimento
oscilatdrio de ¢, por outro lado, a energia do factor de escala E, nao tem sinal bem
definido numa vizinhanga de (a., 0) onde a dindmica é hiperbdlica. Na aproximagao
linear a dinamica hiperbdlica do factor de escala estd completamente desacoplada
do comportamento oscilatério do campo.

A dindmica no regime linear é facilmente descrita. Se E, > 0 num instante
inicial entao as solugoes sao inflaciondrias, se £, < 0 tem-se érbitas de colapso. Em
geral, no caso nao linear, dadas condigoes iniciais numa vizinhanca dos conjuntos
invariantes do sela-centro a energia acessivel distribui-se de uma maneira irregular
pelos dois termos F, e E, [0SS97]. Como o resultado final da evolugao do factor
de escala depende da maneira como ¢é feita esta reparticao de energia, a fronteira
dos dois tipos de comportamento principais colapso ou expansao nao € regular.
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As solugdes de (4.23) tém uma dependéncia sensivel nas condigoes iniciais, numa
vizinhanga das separatrizes (ver Figura (4.1)). Sobre a dimensao destas regioes
ver também [OSS97].

Este comportamento cadtico estd restrito a uma pequena regiao em torno das
separatrizes. Na realidade este comportamento é um regime pouco provavel porque
face ao conjunto total de condi¢Ges iniciais possiveis, o conjunto de condigoes
iniciais que dao origem a solugoes cadticas é muito pequeno.

Os resultados das duas secgbes seguintes foram obtidos em [MN98] e genera-
lizam os obtidos em [DN93a] e [DN93b]. Aqueles apresentados aqui diferem dos
em [MNO9S].

4.3.2 A relatividade geral como atractor das teorias escalares ten-
soriais

Voltando ao sistema inicial (4.19) com um potencial arbitrério [DN93a] [DN93b]
[MN98] e v = - (radiagao) (na notacao inicial em (a, ¢)) note-se que sempre que
@, ¢ um ponto critico de V(¢), entdo (a,(t), o(t) = ¢e, ¢ = 0) é uma solugao
de sistema (4.24) com P, = 0 e V(p) = A. A viabilidade da RG como regime
assimptoético das TET depende da estabilidade das solugoes ¢ = 0. Esta estabili-
dade é garantida pela existéncia de uma fung¢ao de Liapunov que é simplesmente a
energia total do campo. Esta é uma funcao que tem derivada nao positiva ao longo
de uma solugao com condicoes iniciais numa vizinhanga de um ponto de equilibrio
estavel. E uma generalizacao da ideia de que numa vizinhanca de um nodo ou
foco estével a distancia, no espago de fase, de um ponto representativo do sistema
ao ponto de equilibrio, diminui ao longo do tempo. Assim, sob certas hipdteses,
uma fungdo de Liapunov pode ser usada para garantir a estabilidade do ponto de
equilibrio considerado [HS74] [Rob95].

Considere-se entao as equagoes (4.19) que descrevem o factor de escala a e o
campo ¢ para qualquer vy que se volta a escrever, por comodidade,
a2 ko1,

. -3 .
3¥ + 3¥ — ggp —Vi(p)—a " M(p) =0 (4.33)
N a . _
b3 ==V'(p) —a M (). (4.34)

Da mesma maneira que se deduziu uma equacao de segunda ordem nos modelos
de FLRW, derivando (4.33) em ordem ao tempo, substituindo (4.34) obtém-se

—3% = ? —V(p) + <3% — 1> a3 M(p). (4.35)

4
Considere-se o caso v = 3 Os outros valores de = serao tratado como pertur-

bagoes deste.
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Uma fun¢do de Liapunov F = F(p,¢) ([HS74], pg. 192), para o ponto de
equilibrio (¢¢,0), é uma fungao continua numa vizinhanca deste ponto e diferen-
cidvel em todos os pontos numa vizinhanca estrita de (., 0) tal que:

1. F(pc,0) = Cy, onde C; é uma constante real e F(p,¢) > C1 numa vizin-
hanga estrita de (¢, 0)

2. F < 0 numa vizinhanca estrita de (i, 0)

A existéncia desta funcao garante a estabilidade do ponto de equilibrio considerado.

Por outro lado se F' < 0 numa vizinhanca estrita de (e, 0) entao o ponto
de equilibrio é assimptoticamente estavel e di-se o nome de funcao de Liapunov
estrita a funcao F'.

1
A energia do campo ¢ é igual a p,(p, ¢) = o+ V(¢). Derivando-a em ordem

2
ao tempo vem
o =G0+ ¢V (¢) (4.36)
e usando a equagao do campo (4.34) vem
. a,
Pp = —3?02. (4.37)

a
Entao sempre que — > 0, solucao de expansao, a funcao p, (¢, ¢) é uma fungao de
a

Liapunov estrita para o ponto de equilibrio (¢, ) = (¢e,0), porque py(pe,0) = e
(¢, 0) é um minimo nao degenerado de p, (¢, ¢). E condicao necesséria e suficiente
para que p, < 0 que a(t) seja crescente.

Por outro lado o volume no espaco de fase (¢, ) de uma regiao definida por
po(p, 9) < O, onde Co é uma constante positiva, ¢ dado por

O) = / dipdp
Pe (QO,QZ))SCQ

= / J (¢, 50, $o)dpodpo (4.38)
ng(lp,l,b)SCQ

onde e J(p, ¢; vo, $0) é 0 jacobiano da transformagao (¢, ¥) — (¢, ¢o). Derivando
(4.38) em ordem ao tempo, usando (4.33) e (4.34), vem

. a(t)
Q) = =3—=Q(1). 4.39
(1) = =325 (439
Quando p, (i, ¢) é uma fungao de Liapunov para (¢.,0) tem-se Q(t) < 0. Assim
a expansao %S 06 de facto a medida da estabilidade da solucdo ¢(t) = ¢
a

porque se terd uma contracgao exponencial no espago de fase (¢, ¢) sempre que
a(t) crescer exponencialmente (comportamento de de Sitter). Esta solucao do
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sistema completo, a que corresponde o ponto critico de V(y), é um atractor de
todas as Orbitas com condigbes iniciais numa vizinhanga de ..

Repare-se que este estudo do comportamento assimptético permanece valido
para qualquer v desde que se tome estes casos como uma perturbagao decrescente

no tempo do caso v = 3 em que a7 M (¢) < 1. Na seccao seguinte formaliza-se

esta discussao através da regularizacao das equagoes no infinito.

4.3.3 Convergéncia para atractor de de Sitter

A convergéncia para o atractor de de Sitter para -y arbitrario é garantida para
uma condic¢ao inicial ag suficientemente grande pelo facto de as equacoes em a =
+00 nao dependerem de vy e de M (). Assim, com a mudanca de varidveis

= Pacf2
u = Pya? (4.40)
as equagoes (4.21) ficam
d = wva®
/ 23 32 3 8 —3y+3
P, = —16ka —6u“a’ + 30 V(p)+ g(—?ry +4)a” T M (p)
¢ = —6ua
/ 8 —3v+4 A 1/ 8 4y 71
P, = 3¢ TTEM () + 3¢ Vi(e) (4.41)
e com (4.40)
r 8 —3v+1 a4/ 8 !
u = ga M'(¢) + gaV (p) — 3auw
32 8
v = —16ka™! — 6ua + ?aV(go) — 2av% + g(—?w +4)a M (p). (4.42)

Definindo b = a™! e eliminando as equagdes em P, e P, em (4.41) com (4.42)
vem

vV = —wv

/ 2,1, 32,1 1,2, 8 3y—1

o' = —16kb—6ub + ?b V(p) —2b" 0" + g(—?w +4)b°7 " M(p)
o= gb‘?’“’*lM'(gp) + gbilV/(gp) —3b™ luw

¢ = —6ubl.
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d 1
Redefinindo a escala de tempo por p7i Zb@ (este é o tempo inicial das
equagoes obtidas com o hamiltoneano (4.20)) obtém-se um sistema regular em

b=0

1
b = —Z’Ub
32 By oty 2 3
v = —4kb ok +3V(g0) 2v +3( 3y +4)b°7 M(p)
. —§u
L
. 2 3 / 2 !
o= §b TM'(¢) + §V (p) — 3uw. (4.43)

Note-se que a restrigdo hamiltoneana fica, com (4.20),

1
§v2b_4 + 8kb™2 — 3u?bt — §b37_4M(gp) — gb—‘*V(go) =0
e fazendo h = Hb* vem
1, 2 2 8.3 8
h = 51} + 8kb* — 3u” — §b TM(p) — gV(go) =0. (4.44)

Em geral, e em particular numa vizinhanga de b = 0, a dinamica esta restringida
a variedade definida pela relagdo (4.44) que se denominard variedade de de Sitter
Para b = 0 obtém-se entao um sistema regular dado pelas equagoes

b = 0
3 8

v = —§u2 + §V(Lp) — 20?
. —§u
LA

2
U = gv’(@) — 3uv (4.45)

com a restricao

1 8
51)2 — 3u® — §V(<p) =0. (4.46)

Note-se que o sistema anterior é na realidade um sistema de duas equacgoes
diferenciais ja que uma delas é redundante devido a restri¢ao (4.46). A quantidade
h definida por (4.44) é conservada ao longo de uma solugao do sistema (4.45).

Numa vizinhanga de um minimo nao nulo do potencial (4.27), V(p) = A +
Im?p% + O5(¢p), as equagdes do movimento (4.45) ficam

) 3
= ——u
4 2
. 2 5
U = -m-p—3uv (4.47)
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com restri¢ao

8 4
—0? — 3u® — 5)\ - §m2g02 =0. (4.48)

1
Os pontos de equilibrio sao (u, p,v) = (0,0, £v.) onde v, = 44/ g)\. Estes dois

pontos de equilibrio, (0,0,4+v.) e (0,0, —v.), correspondem, respectivamente, ao
atractor de de Sitter para tempos positivos e negativos.
Sobre a variedade de de Sitter (4.44) existe uma func¢ao de Liapunov para o

ponto de equilibrio (¢, u,v) = (0,0, £v.). Repare-se que v = — €que uma solugao

de expansao corresponde a b < 0. Uma funcao de Liapunov é simplesmente
2, 8 4 5 9 83
F(b,p,u) = 3u” + g)\ + gme + §b TM(p) (4.49)

cuja derivada em ordem ao tempo é

: 3 8
F(b,g,u) = =70 <24u2 + gyb%M(gp)) <0 (4.50)

onde se usou as equagoes do movimento (4.43) e M(p) > 0. Com a defini¢ao de
funcao de Liapunov dada na secgao anterior é facil ver que a fungao (4.49) é uma
funcao de Liapunov estrita para o ponto de equilibrio (¢, u,v) = (0,0,v.). Assim
o atractor de de Sitter é assimptoticamente estdvel.

Repare-se que este resultado justifica a observagao feita na secgdao anterior

acerca do comportamento qualitativo para valores de v # 3 como uma perturbacao

4
do caso v = —. Isto é, dadas as constantes pu e \ existe um valor do factor de

escala a. tal que todas as solugdes com condigoes iniciais ag > a. convergem para
o atractor de de Sitter para qualquer ~.

No que se segue vai estudar-se a natureza dos pontos de equilibrio sobre a
variedade de infinito (4.48). A matriz da aproximagao linear de (4.47) calculada
em (0,0, £v.) é igual a

_3
Moo = { ;33}6}

wlo O

com valores proprios iguais a

)\go,o,vc) — VB A+ VBA—d4m?
A0 \/BX — /BN — Am2 (4.51)

(0707UC)

cujas partes reais §R()\1’2 ) sdo para A > 0 sempre negativas. Assim se A > 4/3m?
o ponto (0,0, +v.) é um nodo estavel e se A < 4/3m? é um foco estavel no plano
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(u, ) e um nodo estavel em v. Para o ponto (0,0, —wv.) os valores préprios da
matriz (4.51) s@o

VB VA e
N RN WYy ey (15

cujas partes reais %(A&?ﬁov_vc))

0,0,—v¢
AP0

sao para A > 0 sempre positivas. Assim se A >
4/3m? o ponto (0,0, +v.) é um nodo instavel e se A < 4/3m? é um foco instével
no plano (u, ). Tem-se entao, associado ao comportamento de de Sitter do factor
de escala, dois tipos de comportamentos assimptéticos para o campo: um com-
portamento oscilante amortecido e um comportamento sobre-amortecido a que
correspondem, respectivamente, o foco estavel e o nodo estavel.

A andlise da estabilidade linear confirma o que foi obtido com a funcao de
Liapunov. A variedade estével do ponto (0,0,v.) tem dimensao 3 (os trés valores
préprios associados a este ponto tém parte real sempre negativa). Assim o com-

Y
portamento assimptético do factor de escala é de de Sitter, i. e., a(t) = aoet\/;.
Isto justifica o argumento dado no fim da seccao (3.2.1).

4.3.4 Conjectura do recolapso

A analogia, nos modelos espacialmente homogéneos, entre as teorias escalares
tensoriais e os modelos de Bianchi pode ser encontrada, como se referiu no primeiro

Capitulo, nos modelos de Bianchi diagonais da classe A. Considere-se o caso das

2
teorias escalares tensoriais nos modelos de FLRW de curvatura positiva com v = 3

sem potencial, i. e., V(¢) = 0 e em torno de um minimo nulo e nao degenerado
de M(y)

M(p) = £0% + 0s(¢) (4.53)

onde > 0. Repare-se que o caso do minimo nao nulo de M (p) é equivalente a
incluir um novo termo de matéria nas equagdes e por isso nao serd considerado
aqui. As equacgoes, em torno deste minimo, ficam

a? 1 1 1
3= +3= = -+ - 4.54
a2+ a? 9¥ +2a290 ( )
B a ., s
3-p = -4 4.55
P3¢ > (4.55)
(S
i 5
3— = — 4.56
=9 (4.56)

Note-se que as equagoes (4.54), (4.55) e (4.56) tém a mesma estrutura que as
equagoes obtidas em (2.57) e (2.58) para o caso dos modelos de Bianchi descritas
no segundo Capitulo apenas com dois graus de liberdade [RS75] .
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d d
Definindo o = In(a) e uma nova coordenada independente ¢ tal que p7 eo‘a

as equagoes (4.54), (4.55) e (4.56) ficam

1
302 +3 = 5@'2 + ggp2 4.57)
O+ 2d ¢+ = 0 (4.58)
e
"o 1

o’ =-—gp. (4.59)

O estudo do comportamento assimptdtico das equagoes (4.57), (4.58) e (4.59) ¢ facil
de fazer e é em quase tudo semelhante & demonstracao da conjectura do recolapso
para os modelos de Bianchi tipo I.X diagonal com constante cosmolégica nula em
[LW89].

Considere-se a mudanga de varidveis ¢ = Lcos(ﬂ) e ¢ = rsin(f). As
W
equagoes (4.57),(4.58) e (4.59) ficam, para o factor de escala

L o

3% +3 = 57 (4.60)
1
o = —§T2sin2(9) (4.61)

e para o campo obtém-se as equagoes de um oscilador nao linear

r = —2dr sin2(0)

¢ = —\/p—2a'sin(f)cos(9). (4.62)

Como o” < 0 a funcao o/ é mondétona decrescente. O estudo deste sistema de
equagoes divide-se em dois casos: o caso aj < 0 e aj > 0. E facil ver que dada
uma condigao inicial af, < 0, como o’ < 0, que « tende para —oo. Portanto o
factor de escala a tende para zero assimptoticamente. Considere-se agora uma
condigao inicial af, > 0 e suponha-se que o nunca se anula. Como as equagoes
que descrevem a dinamica do campo (4.62) s@o as de um oscilador amortecido
com factor de amortecimento igual a o' isto implica que 7, a egergia do oscilador,

r
tenderia para zero o que é absurdo porque por (4.60) se tem 5 > 3. Logo o/ tem

necessariamente que se anular. E o resultado vem do caso anterior.
Fica assim provada a conjectura do recolapso para este caso. O estudo do caso
em que V(p) # 0 tem um minimo nao degenerado nulo fica para trabalho futuro.
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Figura 4.2: Fronteira da regidgo admissivel no espago de parametros (regido superior ao
gréfico) para a restrigdo do nimero de “e-foldings” para o potencial de duplo-pogo. Note-se
que 0 < ¢ < 2.

4.3.5 Inflacao nas teorias escalares tensoriais

Recordem-se as equacodes gerais das teorias escalares tensoriais com ~y arbitrario

72 k 1
35435 = S +a TM(p) +V(p) (4.63)
G320 = —a IM(0) - V(). (4.64)

Vai considerar-se apenas o potencial duplo po¢o com um minimo nulo para
V(¢), visto que os resultados s@o completamente anilogos no caso do potencial
de Nambu-Goldstone, com o objectivo de generalizar a esta classe de teorias os
resultados obtidos para a relatividade geral mais um campo escalar no Capitulo
3. Para resolver os problemas cosmolégicos os modelos inflacionédrios tém, como
se viu, que satisfazer as trés condigoes [L197] [FFO90]

1. Suficiente inflagdo: A restricdo para o ntumero de “e-foldings” fica agora
usando (4.64)

)

o alt) oG [‘% +V(e) +a " M(yp)

N:/ dt— :—/ dt - — >60 (4.65)
yat) t 32 + 3ya=3 M ()

7
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Figura 4.3: Parametros de “slow-roll” como fungdo de B em N = 30 para o potencial de
duplo-pogo.

que s6 é invariante para a mudanca da coordenada independente t — t' =

4
VAt se y = 3" Para este valor de v o nimero de “e-foldings” N fica

v &5 +Ve)
N = —/ dt , > 60 (4.66)
t; 380

porque o potencial M(¢) = p é constante. (4.66) obtém-se directamente de
(4.64) pondo v = 4/3.

2. Limites para a energia do campo: (ver [LT97] e [FFO90] e referéncias in-
cluidas) O regime de inflacdo ocorre na gama de energias entre m,, e 10*17mpl.
Isto restringe a dinamica no espago de fase a regiao definida por

d2

10734m12)l < =< m?

5 < my. (4.67)

O estudo das condigoes necessarias para que ocorra um periodo de inflagao
’ . . . _ 1
nas TET serd feito apenas para a energia ag/ag = my ' que corresponde

!No estudo numérico faz-se m,; = 1
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0.4

0.0 2.0 4.0 6.0 8.0 10.0

Figura 4.4: Orbita tipica de “slow-roll” com B = 60 e 1 = 1 com condigbes iniciais
I

% =1, po =0 e ¢'(0) = .243931.

ao valor maximo de energia admitido por (4.67). Espera-se que o estudo
para valores iniciais de ag/ag < my nao seja qualitativamente diferente do
primeiro caso. Note-se que, agora, as condicoes iniciais estao relacionadas
através da integral primeira (4.63).

a e . . .

Para — = 1 o valor da condicao inicial g estd restringindo ao intervalo
ao

[0,2].

3. Perturbagies escalares: (ver [LT97] e [FFO90] e referéncias incluidas) A
amplitude das perturbacdes escalares é de uma parte em 10°.

A amplitude das perturbacoes escalares continua a ter a forma anterior
:9

(A.21) [LT97] [MFB92] § ~ % desde que os parametros de “slow-roll’
a“p

sejam constantes no tempo (ver apéndice A). Assim assumindo que € e 7 sat-
isfazem estas hipdteses o rescalamento de § através da mudanga de varidvel
independente ¢t — t' = v/At continua vélido assim como os argumentos que
se seguiram (ver Capitulo 3).

Em resumo, quando se compara este problema com o problema andlogo con-
siderado no Capitulo 2, vé-se que, embora haja uma diferenca nas equagoes da
dinamica e na condicao 2, no que diz respeito aos limites da variacdo da energia,
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Figura 4.5: Parametros de “slow-roll” ao longo de uma 6rbita (ver Figura anterior).

que se reparte neste caso pelo factor de escala e pelo campo, a propriedade de
rescalamento do numero de “e-foldings” IV, que é crucial para se poder reduzir

4
a andlise a apenas dois parametros, permanece valida desde que v = —. Esta

hipétese é fisicamente relevante para o estudo de inflagdo porque, as energias a
que esta ocorre, pensa-se que toda a matéria se comporta essencialmente como
radiacao. Finalmente, tal como no caso da relatividade mais um campo escalar,
a terceira restricao depende apenas da constancia de ¢ e 7 ao longo do tempo e
portanto, em particular, fica justificada se se obtiver o regime de “slow-roll”.

Os resultados obtidos, seguindo os mesmos passos da analise feita no Capitulo
3, estao representados nas Figuras (4.2) a (4.5) e corroboram a ideia de que para
este tipo de potenciais inflacdo suficiente corresponde a orbitas com um longo
periodo de “slow-roll”.

A Figura (4.2) mostra que a restri¢ao (4.66) do nimero de “e-foldings” é sat-
isfeita numa grande regiao do espaco de parametros. Verifica-se também que para
esses valores dos parametros as quantidades € e |n|, assim como as suas derivadas
sao muito menores do que 1 logo a aproximacao de “slow-roll” é valida nesta regiao
(ver Figuras (4.3), (4.4) e (4.5)). Portanto, ndo é possivel satisfazer as restrigdes
inflaciondrias sem “slow-roll” e este regime é um ponto de partida sélido para os
estudo de novos dados observacionais.



Capitulo 5

Conclusao

Apresentou-se nesta dissertagdo um estudo de modelos cosmoldgicos concretos
usando métodos de andlise qualitativa e resolugao numérica de equacgoes diferen-
ciais ordinarias.

O estudo realizado permitiu determinar quais as condigdes necessarias para que
ocorra um periodo de inflagdo nos modelos de FLRW em relatividade geral e nas
teorias escalares tensoriais para o caso de radiagao. Mostrou-se, e este é o resul-
tado realmente novo desta dissertagao, que nao é possivel satisfazer as restrigoes
inflaciondrias sem “slow-roll”. De facto os resultados numéricos do estudo global
no espacgo de parametros mostram que as érbitas de nao “slow-roll” também nao
satisfazem a restrigdo do numero de “e-foldings”. O regime de “slow-roll” é forcado
pelas restrigoes observacionais no cenario geral de potenciais com varios extremos.
Num quadro de um periodo finito de inflacdo a aproximacao de “slow-roll” é um
ponto de partida para o estudo das restricoes de novos dados observacionais. No
quadro complementar com constante cosmoldgica nao nula, pela regularizacao das
equacgoes em torno de infinito, verificou-se que o comportamento assimptotico do
factor de escala é de de Sitter tanto em relatividade geral mais um campo escalar
como nas teorias escalares tensoriais.

Sobre a convergéncia das teorias escalares tensoriais para a relatividade geral
mostrou-se que a relatividade geral é um atractor no caso em que o campo escalar
estiver sujeito a um potencial com um minimo nao degenerado. A prova assenta na
construcao de uma fungao de Liapunov associada ao ponto de equilibrio no infinito
que corresponde ao minimo do potencial. No caso em que o conteiido material é
composto por radiagdo o argumento vale para qualquer condi¢ao inicial do factor
de escala sobre um ramo de expansdo enquanto para outros tipos de matéria o
resultado vale para uma condicgao inicial do factor de escala suficientemente grande.

Identificou-se uma classe de teorias escalares tensoriais cujas equagoes Sao
idénticas aos modelos de Bianchi com curvatura positiva nao isotrépicos, ape-
nas com dois graus de liberdade, e provou-se que neste caso, para os modelos de
FLRW de curvatura positiva, recolapso é inevitavel.
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Para terminar, referem-se algumas questoes que foram abordadas e em relagao
as quais nao foi possivel obter resultados no ambito desta tese: a conjectura do
recolapso para os os modelos de FLRW de curvatura positiva nas teorias escalares
tensoriais para o vacuo com constante cosmoldgica nula, a equivaléncia entre as
equagcoes dos modelos de Bianchi da classe B da relatividade geral e as das teorias
escalares tensoriais e a extensao desta analogiaas teorias de gravitacao de ordem
superior cujo lagrangeano tem a forma

£=vV=g{R+c1R* + ;RasR™ + 3R Ry } (5.1)

onde ¢, co, c3 € ¢4 a0 constantes reais. Para todas estas classes de teorias espera-
se poder provar que as equacoes sao compostas por uma integral primeira

.9 N
a 1.
35 = ) :§b§ + M(a,by,...,byN) (5.2)
i=0
e pelas equacoes de osciladores
. a: oM
. =b; - i =1,2,...,N .
bl+3abz 8()2 (a,b17 7bN)7 ? ) 4y ) (5 3)

e a equagao para o factor de escala que se obtém derivando (5.2) em ordem ao
tempo e usando (5.3)

a N a OM
2 = N2+ Maby.... b ~—~"(a,by,...,by). 4
3@ ; Z+ ((l, 1, y N)+2 Ja (CL, 1 ) N) (5 )

Estes problemas serao o objecto de trabalho futuro.



Apeéendice A

Perturbacoes escalares da
métrica de FLRW

Assume-se que a métrica de FLRW néo perturbada, em coordenadas isotrépicas,
é igual a

ds® = gg)y)dm“dm” = —dt? + a®(t)yij(x)dz" dz’
= a®(7) (—dT2 + ’yij(x)dxidmj) (A.1)
dr 1,
onde T, G a¢o tempo conforme,
LETIREY: 22 3\2
Vij = 0ij 1+z[(90 )° 4 (2%)* + (2°)°] ¢,
acurvatura k = —1,0,1 e x = (2!, 22, 23). Considere-se entdo uma perturbacio da

métrica dg,,,. Fica-se entdo com g, (7,x) = g,(PV) (1,%) + 0guv (7,%). Estas pertur-

bagoes podem ser de trés tipos [MFB92]: escalares, vectoriais e tensoriais. Numa
aproximagao linear todas estas perturbacgoes evoluem de uma maneira indepen-
dente. Considere-se apenas as perturbagoes escalares.

Existem quatro maneiras distintas pelas quais as quantidades escalares podem
contribuir para 6g,,, [MFB92]: multiplicando 7;; por uma funcao escalar, D =
D(7,x), ou através de uma derivada espacial de duas fungoes escalares B = B(T, x)
e C = C(7,x) ou ainda redefinindo a escala de tempo com A = A(7,x) tal que

dr = Adn. Ou seja

_A B.
6¢°, = a®(r o ) A2
I (7) B Dvij+ Cjj (4.2)

No que segue vai-se considerar somente perturbacoes lineares escalares do caso
k=0.
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A.1 Perturbacoes escalares da métrica de FLRW com
k =0 e um campo escalar

Considere-se entao o modelo de FLRW de curvatura nula com um campo es-
calar e vazio [L197] [MFB92|. As equagoes do movimento, no tempo 7, sao

a? 1
2z §¢12 +a*V(9)
! dVv
"2+ =0 A.
P28+ 55 =0 (A-3)

Considere-se entao uma perturbagao escalar da métrica dgy,, e uma perturbagao
do campo 8¢ tal que ¢(7) = ¢O(7) + §¢(7), onde ¢(¥)(7) é solugao de (A.3). No
estudo das perturbagoes da métrica é conveniente impor A =0e B =0, C' =0 que
corresponde a estudar as perturbagoes num referencial sincrono (A =0e B = 0)
e longitudinal (B =0 e C' = 0). Logo as perturbagoes escalares da métrica ficam

e 0 O
59“” - a2(7') [0 D(;ij:| )

A quantidade relevante para o estudo das perturbagoes €, que expressa o afas-
tamento da curvatura nula [MFB92],

a/

onde a e ¢(© sdo solucdes das equacdes nio perturbadas (A.3). Definindo
$0'q
u=a <6¢ + o D (A.5)
e
u
=—— A6
s= (A.6)
a2¢(0)/
é facil ver que z é a penas uma funcao do tempo conforme 7 e z = . O

a/
estudo das perturbagdes é feito com u e z. Uma vez obtido u = u(7,x) e z = 2(7)
a quantidade K obtém-se de

K=- (A7)

u
z
E possivel obter as equacdes para u e z [MFB92] [L197]

7

W (7,%) + V2u(r,x) — %U(T, x) = 0. (A.8)
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Fazendo a transformada de Fourrier no espago vem

"

ul(7) + [kQ - %} wp(7) = 0. (A.9)

onde k = (k', k%, k%) ¢ o vector de onda e k = ((k')? + (k%)% + (k3)2)1/2.
Repare-se que para processos fisicos cujas escalas caracteristiscas sejam k < 1,
al u// Z/I
i. e., menores do que o raio de Hubble (aH)~!, onde H = —, tem-se —& = =
Uk z
o que implica u; x z. O objectivo deste calculo é obter solugoes de (A.9) para
k > 1, i. e., considerar apenas processos fisicos cujas escalas sejam maiores do

que o raio de Hubble.

K pode ser expresso, através da transformada de Fourrier, por

dgk ik.x

onde a amplitude das perturbacoes, para cada k, é, usando (A.7),

[ k3 juy
0 =1 =—5 |— A1l
k 272 ( )
Definindo os parametros de “slow-roll”, expressos no tempo 7, como
2
e(r) = " (A.12)

302 +a?V(9)

n(r) = :—agj) (A.13)

vem [SL93|

" 12 3 1 1
S L 1+e——77+e —2en + 77+—€———n— (A.14)
z a? 24 2d

Note-se que

/dt / . eda
T 2H aH a’H’

Se € e i forem constantes no tempo vem da equagao anterior

1 1
= —— Al
T aH1l—¢ ( 5)

e a equacao (A.14) simplifica-se obtendo-se, neste caso,

2" 1 1
Z-1 <y2 _ Z) (A.16)
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onde

1—-n+e 1
o hnwe, 2 A7
vEy e s (A.17)

Portanto, usando (A.16), a equagao (A.9) reduz-se 4 equagao de Bessel
2-1/4
uj + [kQ - %} ug = 0. (A.18)
T
A solugao de (A.18), com condigoes auto-adjuntas, é

() = LT 2D () (A.19)

onde H, ,Sl) é a funcao de Hankel de primeira espécie de ordem v. O comportamento
assimptético da solucao (A.19) para k7 > 1 é [SLI3]

(e a0 I'(v) 1 _
— Z(I/ 1/2)7‘(‘/221/ 3/2 _k 1/+1/2. A20

Substituindo em (A.11) e voltando ao tempo ¢, substituindo k = (aH)~! no ins-
tante em que as perturbagoes cruzam o horizonte, obtém-se a expressao para a
amplitude de perturbagoes escalares

d2

5§ = 21/73/2 F(V) (1_6)1/71/2 a_Q.’
29|

N r'(3/2)

a2

a?|g|

12

(A.21)
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